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摘　要：在简述用于捕捉间断的非线性格式发展历程的基础上，依托五阶精度 WENO格式，介绍了非线性加权格式在

候选模板集选取、光滑度指标计算方法及其与非线性权的函数关系等方面做出的努力。对于非等宽候选模板集的情

况，给出了保证非线性加权格式精度的非线性权的量阶关系，强调了光滑度指标计算方法对格式精度和效率的重要

性，提出了进一步开展多宽度模板集非线性加权格式研究的建议。
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Abstract: After  a  brief  introduction  to  the  historical  development  of  nonlinear  schemes  for  capturing
discontinuities,  this  paper  delves  into  the  research  on  selecting  candidate  stencils,  calculating  smoothness
indicators and their  relationships with nonlinear weighting functions.  This review is centered on the fifth order
WENO  scheme,  serving  as  a  representative  example  of  nonlinear  weighted  schemes.  It  highlights  the  crucial
requirements  for  the  leading  term  order  of  nonlinear  weights  to  preserve  the  accuracy  of  these  schemes,
especially  when  dealing  with  candidate  stencils  of  varying  widths.  This  paper  underscores  the  significance  of
smoothness indicator calculations in ensuring both the accuracy and efficiency of the scheme. Finally,  it  offers
insights and suggestions for future research aimed at further enhancing nonlinear weighted schemes that utilize
candidate stencils with non-uniform widths.

Keywords: high-order nonlinear scheme；nonlinear weighted method；order degradation problem at critical
points；non-uniform width candidate stencil；CFD

 

0    引　言

双曲守恒律方程的弱解是包含间断的，基于线性

格式的数值求解在间断附近会出现虚假的数值波动，

这种虚假的数值波动甚至会导致计算发散。为此，

20世纪 70年代初，有 3位科学家独立提出了构造无

波动高分辨率对流项离散格式的 3条途径[1]：1）1971年，

等离子体物理学家 Boris主要基于通量限制器，提出

了二阶精度无振荡对流项离散格式 SHASTA（sharp

and smooth transport algorithm, SHASTA） [2]，并后续在

Journal of Computational Physics（JCP）期刊上发表了

多篇关于非线性限制器观点和格式的文章 [2-5]，该格
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式后来被命名为 FCT （flux-corrected transport, FCT）；
2）1972年，天文物理学家 vanLeer提出了改进型无振

荡 Lax-Wendroff格式，也在 JCP 上发表了一系列文

章来分享他在高分辨率格式方面的成果 [6-9]，格式命

名为MUSCL（monotonic upstream scheme for conservation
laws, MUSCL）；3）1972年，航空工程师 Kolgan发表了

二阶精度无振荡 Godunov型欧拉格式（non-oscillatory
Godunov- type Euler scheme） [10]。他们是无振荡高分

辨率格式的开创者，同时也拉开了非线性格式研究的

序幕，其核心要点是将不考虑变量分布特征的固定模

板离散方式替换为基于变量分布特征调节的可选模

板离散方式。

在上述 3位先驱工作的基础上，Harten于 1983年
提出了总变差递减（ total  variation diminishing,  TVD）
格式 [11]，但 TVD格式在间断附近会下降到一阶精

度，在极值点处也会下降到一阶精度。1987年，Harten
又提出了本质无振荡格式（essentially non-oscillatory,
ENO） [12]。r 阶 ENO格式采用了 r 个候选模板，在每

个候选模板上以其光滑度指标来判断解在该候选模

板上的光滑性，实际计算则采用最光滑的模板以减小

间断对其邻近单元的影响。后来 Shu和 Osher[13-14] 又
进一步发展了 ENO格式。与 TVD格式不同，ENO格

式在极值点处不会损失精度，因为它是在精度相同的

候选模板中挑选出最光滑的。虽然 ENO格式在极值

点处改善了格式精度，但一个主要不足是，在光滑区

浪费了其他候选模板的信息，如果合理利用所有模板

信息，可得到精度更高的格式。因此，1994年 Liu等[15]

首次在有限体积离散框架下提出了 WENO（weighted
essentially non-oscillatory, WENO）格式，简记为WENO-
LOC，1996年 Jiang和 Shu[16] 在有限差分离散框架下

得到更为高效的WENO格式，简记为WENO-JS。与ENO
格式不同，WENO格式所有候选模板进行凸组合，并

使用非线性自适应权作为组合系数，每个候选模板的

非线性权自适应地从 0到 1之间变化，其中非线性权

为 0表示该模板中包含间断，非线性权为 1表示除该

模板外的其余模板均包含间断，理想的线性权则表示

所有候选模板中均无间断。候选模板非线性权的自

适应特征由模板光滑度指标所决定。对所有候选模

板进行凸组合，使得 WENO-LOC格式比相同计算模

板的 ENO格式精度要高一阶，而 WENO-JS格式比

ENO格式精度要高二阶。根据WENO-JS格式设计方

法，对于 r 个 r 阶精度的候选模板的凸组合最高可达

到 2r–1阶精度，整体计算模板宽度为 2r–1个计算单

元，在此框架下已经构造了精度高达 11阶的 WENO

格式[17-18]。

同一时期，以张涵信、傅德薰和邓小刚为代表的

国内学者在无振荡高分辨率非线性格式构造方面，也

取得了十分丰富的研究成果[19-31]。从 20世纪 90年代

后期开始，为了解决高精度线性格式难以捕捉激波的

困难，邓小刚对高阶精度有限差分格式开展研究，根

据自适应插值的概念构造了一类紧致非线性格式

（compact nonlinear scheme, CNS）[27]，相关计算结果表

明 CNS格式具有良好的激波捕捉能力。CNS格式的

自适应插值涉及 3个候选模板，但最终只采用其中最

光滑的 1个，在光滑流场计算中无疑造成模板信息浪

费，而且 3个三对角矩阵的求逆运算也使得 CNS格

式计算效率不高。为了弥补 CNS格式的不足，1997
年邓小刚等[28] 提出了五阶精度的加权紧致非线性格

式（weighted compact nonlinear scheme, WCNS），以加

权组合代替 CNS格式设计中的逻辑判断，在相同计

算模板下达到更高的模拟精度 [28,30]。基于混合使用

通量点和求解点上通量信息的概念，2011年邓小刚

等又构造出计算模板更窄、求解效率更高的 HWCNS
（hybrid cell-edge and cell-node WCNS, HWCNS）格式[31]，

且数值稳定性更好。需要特别强调的是，与 WENO
格式相比，WCNS格式还有一个重要优势是可以满足

几何守恒律，从而使得 WCNS格式能够适用于复杂

几何构型的高阶精度流动模拟[32-39]。与 WENO格式

相比，WCNS格式具有 3方面的优势[30]：1）较高的分

辨率；2）可以采用各类通量差分和分裂方法；3）在曲

线网格上具有自由流守恒和涡保持特性。WCNS格

式在复杂外形流动模拟中所表现出的计算鲁棒性明

显优于 WENO格式，在国际计算流体力学界具有重

要影响力[40-45]。

非线性权的具体形式对非线性加权格式的分辨

率具有重要影响。在光滑区，非线性权是理想权的一

种近似，当其偏离理想权时格式精度降低、耗散增

大、分辨率降低，这种数值误差称为非线性误差。

Jiang和 Shu设计的非线性权[16] 引入了较大的非线性

误差，通过改进权函数的设计可以尽量减小非线性误

差。为了降低非线性权相对于理想权的偏离程度，

Henrick等提出了一个映射函数 [46]，映射之后的权函

数称为 M（Mapped）权函数，映射函数使得各个非线

性权光滑地向理想线性权靠近；Borges等 [47] 将把几

个候选模板的光滑测试因子进行简单组合，构造出了

更高阶的光滑测试因子，并由此得到另一种形式的改

进非线性权函数（Z 型权函数）。Shen等[48] 和 Ha等[49]

通过在光滑度指标的一阶差分导数中引入参数来调
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整其在光滑度指标中的相对占比，并分别针对不同的

流场特征定义了新的光滑度指标，配合 Z 型权函数取

得较好的改进效果。Zhu等 [50-51] 提出了一种基于不

同宽度计算模板上的不同幂次多项式的非线性加权

方式，不同于之前的基于若干个候选模板上低次多项

式组合得到高次多项式的加权方式。需要特别指出

的是：实际计算中，尽管流动是光滑的，由于网格或

流场的不均匀性，各光滑度指标总会存在差异，这种

差异也使得非线性权偏离其理想线性权，从而无法彻

底消除非线性误差，因此 Taylor等 [52] 建议当光滑度

指标之间的比值不超过一定阈值时直接采用线性权，

随后 Zhou等[53] 对该方法进行了适当改进，采用某种

差分算子来决定合适的切换时机，除了有效节省计算

量外，还能较好甄别极值点和间断点。

类似地，对于包含间断的候选模板，其非线性权

值也不可能为零，为了完全消除包含间断的候选模板

对计算的影响， Fu等 [54-57] 提出了 TENO（ Targeted
ENO）格式，TENO格式可以视为 WENO格式加权模

式的完善，它将由 WENO格式确定的权值极小的候

选模板的权值直接赋为 0，然后再进行一次归一化处

理，得到满足相容性条件的非线性权，以期基于相同

格式模板上实现光滑区上计算精度最优和分辨率最

高的目标。TENO格式也可以理解为是扩充了候选

模板集的 ENO格式，扩充候选模板集的目的是为了

克服 ENO格式在光滑区浪费模板信息的不足，同时

也克服了 WENO-JS格式在极值点处的降阶问题，但

可能会增加计算量，降低格式计算效率。

WCNS格式的非线性权研究同样取得了丰硕的

成果 [40-45,58-64]。与 WENO格式采用非线性加权直接

得到数值通量不同，WCNS格式的非线性加权应用于

变量插值过程，WCNS格式的非线性插值中涉及的理

想线性权系数与 WENO格式不同，但两者基于相同

的间断捕捉机制，构造非线性权函数的方法是可以相

互借鉴的。基于上述认知，本文的目标是，基于具有

代表性的五阶精度 WENO格式，梳理相关的非线性

加权方法，特别讨论了多宽度候选模板上计算单元数

与其非线性权、光滑度指标量阶之间的关系，为后续

非线性加权格式的研究奠定基础。 

1    JS 权分析研究

尽管 WENO格式最早由 Liu等 [15] 提出，而受到

同行普遍关注并持续改进研究的是 Jiang和 Shu提出

的有限差分WENO格式[16]，并将由 Jiang和 Shu提出

的WENO格式的非线性权函数以其作者姓名首字母

命名为 JS 权。

对于双曲守恒律方程

∂u
∂t
+
∂ f
∂x
= 0 (1)

其半离散形式可以表述为

∂u
∂t
= −1

h

(
f̂i+1/2− f̂i−1/2

)
(2)

h h = xi+1/2− xi−1/2

f (u) = f + (u)+ f − (u) d f + (u)/du ⩾ 0 d f − (u)/du ⩽

0

其中 为网格尺度，一般取 。为了构

造稳定的数值格式，将通量函数分裂为两部分，即

，其中 ，

，对应地数值通量可以表述为：

f̂i+1/2 = f̂ +i+1/2+ f̂ −i+1/2 (3)

f̂ +i+1/2 f̂ −i+1/2

f̂ +i+1/2 +

f̂i+1/2

显然，只需要详细研究 的情况即可， 可

类似得到。在下文的讨论中略去 的上标“ ”，

简记为 。

(xi−3, xi−2, xi−1, xi, xi+1, xi+2)在光滑区域，基于 的

6点模板，可以得到最高精度为五阶的差分离散格

式，此时数值通量的计算格式为：

f̂i+1/2 =
1

60
(2 fi−2−13 fi−1+47 fi+27 fi+1−3 fi+2) (4)

S T = (xi−2, xi−1, xi, xi+1, xi+2) S 0 =

(xi−2, xi−1, xi) S 1 = (xi−1, xi, xi+1) S 2 = (xi, xi+1, xi+2)

对于包含间断的情况，为了避免跨间断的数值振

荡，通量重构时不能跨越间断，将式（4）中涉及的 5点
计 算 模 板 ， 拆 分 为

、 和

三个 3点候选模板，如图 1所示。
  

2

1
ˆ
i+
f

i−2 i−1 i+1 i+2i

S
0

S
1

S
2

ST

图 1    JS 权重构候选模板示意图

Fig. 1    Schematic diagram of candidate stencils with JS weighted
reconstruction

 

并在每个候选模板上构造数值通量的三阶精度

近似值： 

f̂ 0
i+1/2 =

2 fi−2−7 fi−1+11 fi
6

f̂ 1
i+1/2 =

− fi−1+5 fi+2 fi+1

6

f̂ 2
i+1/2 =

− fi+2+5 fi+1+2 fi
6

(5)

f̂i+1/2由式（5）的 3个子模板上的数值通量将 以
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加权的形式表达为：

f̂i+1/2 =

2∑
k=0

ωk f̂ k
i+1/2 (6)

ω0 = 1/10 ω1 = 6/10 ω2 = 3/10当 、 、 时，通量计算

格式（6）与式（4）相同，即能使格式达到五阶精度，此

时的权值称为理想权，记为：

C0 =
1

10
，C1 =

6
10
，C2 =

3
10
， f̂i+1/2 =

2∑
k=0

Ck f̂ k
i+1/2

βk为了侦测间断，在候选模板上定义光滑度指标 ：

βk =

2∑
j=1

h2 j−1
xi+1/2w

xi−1/2

(
d j f̂ k

dx j

)2

dx (7)

其具体形式为：

β0 =
1
4

( fi−2−4 fi−1+3 fi)2+

13
12

( fi−2−2 fi−1+ fi)2

β1 =
1
4

( fi−1− fi+1)2+

13
12

( fi−1−2 fi+ fi+1)2

β2 =
1
4

(− fi+2+4 fi+1−3 fi)2+

13
12

( fi−2 fi+1+ fi+2)2

(8)

基于候选模板的光滑度指标，定义非线性权函数：

ωJS
k =

αk∑2

l=0
αl

， αk =
Ck

(ε+βk)p (9)

ε βk = 0 p

αk

其中： 为避免 时分母为零的正小数，指数 的

引入则是在非光滑区域让 能够快速逼近于 0。
k

βk

ωJS
k

对于包含间断的情况，如果第 个候选模板包含

间断，而其余模板内都是光滑的，则 会远远大于其

余模板的光滑度指标，从而其非线性权 逼近于 0，

以避免跨间断通量重构。

xi对于光滑的情况，光滑度指标在 处的 Taylor级
数展开为：

β0 = f ′2i h2+

(
13
12

f ′′2i −
2
3

f ′i f ′′′i

)
h4−(

13
6

f ′′i f ′′′i −
1
2

f ′i f (4)
i

)
h5+O

(
h6

)
β1 = f ′2i h2+

(
13
12

f ′′2i +
1
3

f ′i f ′′′i

)
h4+O

(
h6

)
β2 = f ′2i h2+

(
13
12

f ′′2i −
2
3

f ′i f ′′′i

)
h4+(

13
6

f ′i f ′′′− 1
2

f ′i f (4)
i

)
h5+O

(
h6

)
(10)

f ′ , 0如果 ，则由式（10）得到：

βk = f ′2i h2
[
1+O

(
h2

)]
， k = 0,1,2 (11)

于是有[39]：

ωJS
k =Ck +O

(
h2

)
(12)

在此条件下，可以进一步证明：

1
h

(
f̂i+1/2− f̂i−1/2

)
=
∂ f
∂x
+O

(
h5

)
(13)

意即上述WENO-JS格式具有五阶精度[16]。

f ′ = 0如果 （极值点处），类似地，由光滑度指标

的 Taylor级数展开式（10）可以得到：

β0 =
13
12

f ′′2i h4[1+O(h)]

β1 =
13
12

f ′′2i h4[1+O(h2)]

β2 =
13
12

f ′′2i h4[1+O(h)]

(14)

以及： 
ωJS

0 =C0+O (h)

ωJS
1 =C1+O

(
h2

)
ωJS

2 =C2+O (h)

(15)

ωJS
0 ωJS

2

O (h) O
(
h2

)
f ′ = 0, f ′′ , 0

f ′ = f ′′ = 0, f ′′′ , 0

在极值点处， 和 与其理想线性权值的截

断误差为 ，而不再是 ，由此导致 WENO-

JS格式的空间离散精度降低，具体表现为：对于一阶

极值点（ ），WENO-JS格式精度降低为三

阶；对于二阶极值点（ ），WENO-
JS格式精度降低为二阶[46]。

ε p

ε p

上面讨论了变量分布特征对权函数的影响，其

实 JS 权中参数 和 对权函数的取值也存在不可忽略

的影响，为了更加直观地展示 JS 权中参数 和 对权

值的影响，定义：

∆ω =

2∑
k=0

∣∣∣ωJS
k −Ck

∣∣∣
由测试函数：

u (x) =

e0.75(x−1)x2, x ∈ [−1, 0.525]

2+ e0.75(x−1)x2, x ∈ [0.525, 1]

得到非线性权偏离理想权的情况如图 2所示。

ε ∆ω

ε

由图 2（a）可见，随着 增大， 向零逼近，这是

因为 增大会减小光滑度指标差异对权函数取值的影

响，从而减小权函数与其理想权值的差异。因此理想
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ε

βk ωJS
k

ε

的取值方式是：在光滑区， 取值为大的正数，以至于

光滑度指标 的影响可以忽略， 的取值与理想权

之间的差异也可以忽略；而在间断附近， 应取为接

近机器零的小正数，从而使得包含间断的候选模板对

应的权值为 0，避免跨间断的变量重构。

p ∆ω

p

ε p

p

p

βk ωJS
k

p = 0

(ε+βk)p = 1 ωJS
k =Ck

由图 2（b）可见，随着 减小， 向零逼近，这是

因为 增大会放大光滑度指标差异对权函数取值的

影响。与 取值类似，指数 理想的取值方式是：在间

断附近， 取为大的正数，从而使得包含间断的候选

模板对应的权值为 0，避免变量重构跨过间断；在光

滑区， 取值为尽可能小的正数，以至于光滑度指标

之间的差异对权值的影响可以忽略，则 与理想

权值之间的差异也可以忽略，最极端的情况是 ，

则 ，此时有 ，WENO-JS格式退化

为理想的高阶线性格式。

综上所述，减小 WENO-JS格式的非线性误差的

关键在于其非线性权函数的构造形式及其具体参数

的选取方式。 

2    非线性权的典型改进形式

由上述分析可知，JS 权导致格式精度在极值点

处降阶，为了解决非线性加权格式的极值点降阶问

题，近年来涌现出大量的相关研究工作[46-53]，下面简

要介绍其中 4类有代表性的工作。 

2.1   映射权（Mapped Weight）
Henrick等[46] 提出了一个映射函数，具体如下：

gk (ω) = ω
Ck +C2

k −3Ckω+ω
2

C2
k +ω−2Ckω

,Ck ∈ (0,1) (16)

该映射函数是一个单调递增函数，如图 3所示，且

具有如下性质：

gk (0) = 0, gk (1) = 1, gk (Ck) =Ck, 0 ⩽ gk (ω) ⩽ 1（1） ；

lim
ω→0

gk (ω) = 0, lim
ω→1

gk (ω) = 1（2） ；

g′k (Ck) = g′′k (Ck) = 0（3）  。
k = 0,1,2其中 。

  

0 0.2 0.4 0.6

ω

g

0.8 1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

理想映射

k=1

k=2

k=0

图 3    映射函数分布图

Fig. 3    Distributions of mapping functions
 

gk (ω) k

ωJS
k

映射函数 在第 个理想权值附近变得平坦，

对于WENO-JS格式在极值点处的降阶问题（式（15）），
将 作为初始值，通过式（16）的映射变换，可以在

光滑区得到更加逼近理想权值的权函数：

α∗k = gk
(
ωJS

k

)
(17)

基于 Taylor级数方法分析映射权在极值点处的

精度：

α∗k =gk (Ck)+ g′k (Ck)
(
ωJS

k −Ck
)
+

1
2

g′′k (Ck)
(
ωJS

k − Ck)2+

1
6

g′′′k (Ck)
(
ωJS

k −Ck
)3
+ · · ·

=Ck+
1

Ck
(
1−C2

k

) (ωJS
k −Ck

)3
+· · ·

=Ck+O
(
h3

)
(18)

 

x

(a) 参数ε的影响

(b) 参数p的影响

−1.0 −0.5 0 0.5 1.0

x
−1.0 −0.5 0 0.5 1.0

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

ε=1
ε=0.5
ε=0.1
ε=0.001
ε=10−10

p=2,h=0.05

ε=10−10,h=0.05

p=6
p=2
p=0.5
p=0.1

Δω
Δω

ε p图 2    参数 和 对非线性权值的影响

ε pFig. 2    Influence of parameter  and  on nonlinear weights
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α∗k基于 得到改进的非线性权：

ωM
k =

α∗k∑2

l=0
α∗l

(19)

类似地，可以进一步得到：

ωM
k =Ck +O

(
h3

)
(20)

从而保证了采用映射权的WENO-M格式在一阶极值

点处不会降阶，但在二阶极值点处 WENO-M格式依

然会降为二阶精度[46]。 

2.2   Z 型权

S TBorges等 [47] 使用整个 5点模板 （见图 1）设计

一个高阶的光滑度指标，利用式（8）定义的光滑度指

标可以表示为：

τ5 = |β2−β0| (21)

由式（10）得到：

τ5 =


13
3

∣∣∣ f ′′i f ′′′i

∣∣∣h5+O
(
h6

)
, f ′i = 0

103
36

∣∣∣∣ f ′′′i f (4)
i

∣∣∣∣h7+O
(
h8

)
, f ′i = f ′′i = 0

(22)

τ5 f是 高阶导数的度量，具有以下性质：

S T τ5 << βk k = 0,1,2（1）如果模板 不包含间断， ， ；

S k

S T S k

βk << τ5

（2）如果解在某些子模板 上是连续的，但在总

模板 上包含间断，对于不包含间断的子模板 ，则

；

τ5 ⩽max βk（3） 。

βz
k重新定义光滑度量因子 ：

βz
k =

βk +ε

βk +ε+τ5
,k = 0,1,2 (23)

ωz
k和非线性权 ：

ωz
k =

αz
k∑2

l=0
αz

l

, αz
k =

Ck

βz
k
=Ck

(
1+

τ5
βk +ε

)
(24)

但是上述 WENO-Z格式依然存在极值点降阶的

问题，如在一阶极值点处，上述WENO-Z格式将降为

四阶精度[47]。为了有效克服 WENO-Z格式的极值点

降阶问题，一种简单的处理方式为：

αz
k =Ck

[
1+

(
τ5
βk +ε

)q]
(25)

q ⩾ 2

f ′ = 0, f ′′ , 0

其中 。容易证明基于上式构造的 WENO-Z格式

在一阶极值点处（ ）依然能够保持设计的

五阶精度。 

2.3   NS 权

Ha等[65] 基于 JS 权的构造基本框架，提出了一种

的光滑度指标：

βk = ξ |(1− k) fi−2+k + (2k−3) fi−1+k + (2− k) fi+k |+
| fi−2+k −2 fi−1+k + fi+k | (26)

ξ ∈ (0,1] k = 0,1,2其中 ， 为候选模板序号。

xi+1/2

ξ

ξ = 0.4

βk Ck

式（26）右侧第一项对应 处的一阶导数差

分，第二项为二阶导数差分，与 JS 权的光滑度指标差

异在于：1）使用了绝对值，而 JS 权采用平方；2）在一

阶导数差分项前引入了一个调节参数 ，具体取值与

算例相关，一般情况下取 。为了让非线性权

在光滑区快速逼近理想权 ，仿照 Z 型权，再定义

一个高阶光滑度指标：

ζ =
1
2

[
(β0−β2)2+g2 (| fi+1− fi|)

]
,g (x) =

x3

1+ x3 (27)

ζ |β0−β2| g (| fi+1− fi|) |β0−β2|
τ5

其中 是 和 的一种平均，且

使用了 5点模板，类似 Z 型权的 ，据此得到非线性

权如下： 

ωNS
k =

αNS
k∑2

l=0
αNS

l

αNS
k =

Ck

βNS
k

=Ck

(
1+

ζ

(ε+βk)2

)

βNS
k =

(ε+βk)2

(ε+βk)2+ ζ

(28)

f ′ = 0, f ′′ , 0

通过与 Z 型权类似的量级分析，在一阶极值点

（ ）处有：

ζ

(ε+βk)2 = O
(
h2

)
(29)

因此，采用 NS 权的 WENO-NS格式在一阶极值

点处仍然能够保持五阶精度。 

2.4   ZQ 权

Zhu等 [50] 提出了一种基于 1个 5点模板和 2个
2点 TVD型模板的混合加权方案，具体实现过程如下：

S 1 = {i−2, i−1, i, i+1, i+2} p1 (x)

S 2 = {i−1, i} S 3 = {i, i+1} p2 (x)

p3 (x)

第一步：在 3个模板上构造通量多项式。5点模

板 上的 为四次多项

式， 2点模板 和 上的 和

为线性多项式，由

1
h

xi+1/2w
xi−1/2

pn (x)dx = fi, j ∈ S k (30)

p1 (x) p2 (x) p3 (x)确定 、 和 的具体计算形式。
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C1 = 0.98,C2 =C3 =

0.01 Ci S i

第二步：选定线性权。与前文介绍的非线性权不

同，ZQ 权的 3个候选模板的宽度不同，实质上是放弃

了最优凸组合的策略，因此，线性权可以选择任意一

组和为 1的正数。在此原则下，根据典型的数值实

验，考察所取权值对计算结果分辨率和激波等间断区

域无实质性振荡控制能力，确定为

，其中 是模板 上的通量多项式的线性权。

第三步：光滑度指标计算。遵从 JS 权的光滑度

指标计算方法：

βn =

r∑
j=1

h2 j−1
xi+1/2w

xi−1/2

(
d j pn

dx j

)2

dx, n = 1,2,3 (31)

其具体计算方式参考文献 [50]，并据此定义高阶光滑

度指标：

τ =

(
|β1−β2|+ |β1−β3|

2

)2

(32)

第四步：非线性权计算：
ωZQ

k =
αZQ

k∑2

l=0
αZQ

l

αZQ
k = γk

(
1+

τ

βk +ε

) (33)

τ/ (ε+βk) = O
(
h4

)
k = 1,2,3 ωZQ

k = γk+

O
(
h4

)
f ′ = f ′′ = 0, f ′′′ , 0 ωZQ

k = γk +O
(
h4

)
在光滑区，基于 Taylor展开的精度分析结果表

明： （ ），由此可知

，需要特别指出的是，即使是在二阶极值点

（ ）处，仍然可以证明 ，

因此，ZQ 权满足五阶精度条件。

i+1/2第五步：在半节点 处的非线性加权数值通

量为：

f̂i+1/2 = ω
ZQA
1 p1

(
xi+1/2

)
+

ωZQA
2 p2

(
xi+1/2

)
+ωZQA

3 p3
(
xi+1/2

)
(34)

其中：

ωZQA
1 =

ωZQ
1

γ1
,ωZQA

2 = ωZQ
2 −ω

ZQ
1
γ2

γ1
,ωZQA

3 =ωZQ
3 −ω

ZQ
1
γ3

γ1

ωZQ
i ωZQA

i将非线性权 替换为 ，是为了剔除光滑区

低阶窄模板对通量的贡献，从而实现高精度和高分

辨率。 

2.5   应用于五阶精度 WCNS 格式

M 权 [46]、Z 型权 [47]、NS 权 [49] 和 ZQ 权 [50] 均能够

解决WENO-JS格式在一阶极值点附近的精度下降问

题，可以提高 WENO格式在光滑区的分辨率。因为

半节点处非线性加权插值在极值点处精度下降，同样

会导致 WCNS-JS格式 [28] 精度降阶。由于 WENO格

式的非线性通量重构权和 WCNS格式半节点处变量

非线性插值权的设计方法是可以相互借鉴的，甚至可

以直接互用，将 M 权、Z 型权、NS 权和 ZQ 权应用于

WCNS格式的半节点插值，考察其对格式精度和分辨

率的改善情况。

五阶精度 WCNS格式在半节点处变量的非线性

加权插值为：

uωi+1/2 =

2∑
k=0

ωkuk
i+1/2 (35)

对于 JS 权、M 权、Z 型权和 NS 权有：
u0

i+1/2 = ui+1/2+d0
3h3+O

(
h4

)
u1

i+1/2 = ui+1/2+d1
3h3+O

(
h4

)
u2

i+1/2 = ui+1/2+d2
3h3+O

(
h4

)
C0 = 1/16,C1 = 10/16,C2 = 5/16其理想权值为 ，则格式

保持五阶精度的充分必要条件为：

2∑
k=0

(ωk −Ck)dk
3 = O

(
h3

)
(36)

对于 ZQ 权有：

u0
i+1/2 = ui+1/2+d0

5h5+O
(
h6

)
u1

i+1/2 = ui+1/2+d1
2h2+O

(
h3

)
u2

i+1/2 = ui+1/2+d2
2h2+O

(
h3

)
C0 = 1,C1 =C2 = 0其理想权值为 ，则格式保持五阶精

度的充分必要条件为：

2∑
k=1

(ωk −Ck)dk
2 = O

(
h4

)
(37)

定义：

Oω =
ln∆ωm−1 (h1)− ln∆ωm (h2)

lnh1− lnh2
(38)

∆ωm =

∣∣∣∣∣∑2

k=0
(ωk−

Ck)dk
3

∣∣∣ Oω ⩾ 3

∆ωm =
∑2

k=1

∣∣∣∣ωZQA
k dk

2

∣∣∣∣ Oω ⩾ 4

对于 M 权、Z 型权和 NS 权，

，若 ，则格式能保持五阶精度；对于

ZQ 权， ，若 ，则格式能保

持五阶精度。

u (x) = e0.75(x−1)xN x = 0 N = 2
N = 3 h0 = 0.1 hm = h0/2m

m = 1,2,3,4,5

函数 在 处， 时为一阶

极值点， 时为二阶极值点，取 ， ，

，以测试上述 4类加权函数在极值点处
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q = 2插值精度的情况，Z 型权中取 。表 1和表 2给出

了测试结果，在一阶极值点处，四类加权函数均可以

保证格式达到五阶精度，而对于二阶极值点，只有

ZQ 权能够达到设计精度。
 

表 1    一阶极值点的精度测试

Table 1    Accuracy test of first-order critical points

u (x) = e0.75(x−1) x2, ε = 1×10−40

h
Z型权 M权

∆ωm Oω ∆ωm Oω

h0 = 0.1 1.352 5×10–6 — 1.409 8×10–6 —

h1 = h0
/

21 8.495 3×10–8 3.99 1.893 8×10–7 2.90

h2 = h0
/

22 5.316 2×10–9 4.00 2.448 2×10–8 2.95

h3 = h0
/

23 3.323 7×10–10 4.00 3.110 3×10–9 2.98

h4 = h0
/

24 2.077 5×10–11 4.00 3.919 1×10–10 2.99

h5 = h0
/

25 1.298 4×10–12 4.00 4.918 3×10–11 2.99

h
NS权 ZQ权

∆ωm Oω ∆ωm Oω

h0 = 0.1 3.430 9×10–7 — 2.133 8×10–10 —

h1 = h0
/

21 3.998 5×10–8 3.10 1.331 8×10–11 4.00

h2 = h0
/

22 4.816 6×10–9 3.05 8.321 2×10–13 4.00

h3 = h0
/

23 5.907 2×10–10 3.03 5.200 5×10–14 4.00

h4 = h0
/

24 7.313 0×10–11 3.01 3.251 8×10–15 4.00

h5 = h0
/

25 9.096 8×10–12 3.01 2.011 7×10–16 4.01

 

表 2    二阶极值点的精度测试

Table 2    Accuracy test of second-order critical points

u (x) = e0.75(x−1) x3, ε = 1×10−40

h
Z型权 M权

∆ωm Oω ∆ωm Oω

h0 = 0.1 5.234 3×10–2 — 6.192 6×10–2 —

h1 = h0
/

21 3.524 9×10–2 0.57 6.193 6×10–2 0.00

h2 = h0
/

22 1.528 3×10–2 1.21 6.194 0×10–2 0.00

h3 = h0
/

23 4.680 1×10–3 1.71 6.194 2×10–2 0.00

h4 = h0
/

24 1.239 7×10–3 1.92 6.194 3×10–2 0.00

h5 = h0
/

25 3.146 2×10–4 1.98 6.194 4×10–2 0.00

h
NS权 ZQ权

∆ωm Oω ∆ωm Oω

h0 = 0.1 4.754 7×10–2 — 3.768 3×10–12 —

h1 = h0
/

21 4.988 8×10–2 –0.07 5.876 1×10–14 6.00

h2 = h0
/

22 5.090 1×10–2 –0.03 9.176 8×10–16 6.00

h3 = h0
/

23 5.137 2×10–2 –0.01 1.433 7×10–17 6.00

h4 = h0
/

24 5.159 9×10–2 –0.01 2.240 1×10–19 6.00

h5 = h0
/

25 5.171 1×10–2 0.00 3.500 1×10–21 6.00
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图 4给出了采用这 4类非线性权和理想权时五

阶精度WCNS格式的拟线性频谱特性，图中“Linear”
表示理想权。在拟线性频谱分析结果中，ZQ 权的耗

散是最大的，NS 权的频谱特性最接近理想权，在低波

数区间，四类权频谱特性与理想权的差异不明显。

从构成要素来看，JS 权框架由候选模板、光滑度

指标及其同非线性权的函数关系 3个基本要素构成，

Henrick等 [46] 仅改进了光滑度指标与非线性权的函

数关系，而 Borges[47] 和 Ha等 [65] 则修改了光滑度指

标，后者的特别贡献在于引入了参数来调整一阶差分

与二阶差分对光滑度指标的贡献度；Zhu等 [50] 则对

候选模板进行了调整，放弃了原有的等宽度模板最优

凸组合的模式，采用了非等宽候选模板，该工作再次

打开了高阶精度非线性加权格式研究的空间，其与

JS 权的关系如图 5所示。另外，从三要素来归类捕捉

激波的非线性有限差分格式，可以将 TVD格式类限

制器函数视为光滑度指标和插值/重构函数融合在一

起的一类非线性加权函数，其光滑度指标可视为
NS 权两点模板的情形，ENO和 TENO格式只是非线

性权与光滑度指标的函数关系不同而已。
 

3    非线性权的量阶分析

对于经典凸组合式非线性加权，其非线性权在光

滑区逼近理想权，其量阶是显而易见的，但对于

ZQ 权这种非经典凸组合式非线性加权，是有必要讨

论的。先给出两个具体例子的结果，然后给出更加一

般性的结论。
 

3.1   ZQ 权

ZQ 权可以改写为：

uZQ
i+1/2 = u1

i+1/2+ p21
(
xi+1/2

)
+ p31

(
xi+1/2

)
(39)

u1
i+1/2 u2

i+1/2

u3
i+1/2

其中： 为 5点模板上的五阶精度插值， 和

为其余两个 2点模板上的插值，且有：

pk1
(
xi+1/2

)
= ωZQA

k

(
uk

i+1/2−u1
i+1/2

)
, k = 2,3

ωZQA
1 =CT

(
1+
τ

β1

)
, ωZQA

2 =CTγ2

(
τ

β2
− τ
β1

)
,

ωZQA
3 =CTγ3

(
τ

β3
− τ
β1

)
,

CT =

(∑2

l=0
αZQ

l

)−1
=

[
1+τ

(∑3

l=1

γl

βl

)]−1

由式（31）和式（32）给出光滑度指标的表达式，利

用 Taylor展开可以得到：
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图 4    拟线性频谱分析的修正波数频谱特性

Fig. 4    Spectral characteristics of modified wavenumber in quasi-
linear spectrum analysis
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图 5    五阶精度典型非线性权关系示意图

Fig. 5    Schematic diagram of typical nonlinear weight
relationship for 5th-order schemes
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ωZQA

1 = O (1)

ωZQA
2 = O

(
h4

)
ωZQA

3 = O
(
h4

) (40)

容易得到：

ωZQA
k

ωZQA
1

= O
(
h4

)
, k = 2,3 (41)

uk
i+1/2−u1

i+1/2 = O
(
h2

)
p1k

(
xi+1/2

)
=

O
(
h6

)由 于 ， 于 是

，确保了WENO-ZQ格式具有五阶精度。
 

3.2   Z 型权

Z 型权的五阶精度非线性加权插值为：

u(ωZ)
i+1/2 =

2∑
k=0

ωZ
k uk

i+1/2 (42)

其中：

ωZ
k =

αZ
k∑2

l=0
αZ

l

,αZ
k =

Ck

βZ
k

=
Ck

CT
, k = 0,1,2

CT =

1+ 2∑
i=0

Ci

(
τ5
βi

)q

−1

S 3 = {i−2, i−1, i, i+1, i+2}
β3 = τ5 C3 = 1

f̂ 3
i+1/2 = f̂i+1/2 =

∑2
k=0 Ck f̂ k

i+1/2

在原有的 3点候选模板基础上加入 5点模板

，类似于 ZQ 权，形成一个

具有 4个候选模板的模板集，且令 ， ，

，定义非线性权为：

αk =
Ck

(βk)q , k = 0,1,2,3 (43)

则有：

ωτk =CT

(
τ5
βk

)q

Ck, k = 0,1,2,3 (44)

于是得到非线性加权重构通量为：

u(ωτ)
i+1/2 =

3∑
k=0

ωτkuk
i+1/2 (45)

u(ωZ)
i+1/2 = u(ωτ)

i+1/2可以证明 。

由此可见，Z 型权可以转换为 4个宽度不相同的

候选模板的非线性加权，而且宽模板上的高次多项式

采用了高阶光滑度指标，窄模板上的低阶多项式采用

了低阶光滑度指标，相同宽度的模板采用相同阶数的

光滑度指标，保证了光滑度指标阶数与多项式幂次的

一致性。由此可见，宽度不同的候选模板上的加权方

式，同宽度相同候选模板上的加权方式具有一致性，

后者也可以理解为前者的一种特殊情况。

由式（42），可得

ωτk
ωτ3
=Ck

(
τ5
βk

)q

= O
(
hkZ

)
, k = 0,1,2 (46)

kZ ⩾ 3

按照 3.1节的精度分析可知，在光滑区，只要

就能确保WENO-Z格式具有五阶精度。 

3.3   非线性权的量阶分析

在光滑区，式（43）和式（46）给出了两种非线性权

的 5点模板权与其子模板权的量级关系，这种关系可

以保证格式具有五阶精度。

S 0 N0 β0

ω0 S k k Nk

βk S 0 ⊃ S k Nk < N0

类似 ZQ 权的不同宽度模板非线性加权的情况，

设模板 包含 个节点，光滑度指标 ，非线性权为

，模板 （ 为正整数）包含 个节点，光滑度指标

，且 （ ），可以证明，格式达到最优精

度的充分条件为： 
ωk

ω0
= O

(
hM

)
M ⩾ N0−Nk +1

(47)

S k对于所有子模板 成立。

αk βk αkβk =Ck Ck

式（43）和式（46）就是式（47）的两个具体例子。

ZQ 权同光滑度指标的关系比较复杂，计算量相比其

他权也较大；而 Z 型权的非归一化形式同模板的光滑

度指标具有十分简洁的关系式。对于非归一化非线

性权 和光滑度指标 满足 （ 为正常数）

时，同样可以证明，格式达到最优精度的充分条

件为： 
β0

βk
= O

(
hM

)
M ⩾ N0−Nk +1

(48)

S k对于所有子模板 成立。

∑2

k=0
(ωk −Ck)dk

3 = O
(
h3

)
kZ = 2

如果子模板中，与 Z 型权类似，存在若干个相同

宽度的子模板，则格式达到最优精度的条件有可能放

宽。如 Z 型权，此时它的三个 3点模板的非线性权只

要满足 ，则式（42）中

也能够保持格式为五阶精度。另外，需要特别强调

的是：

1） 在实际计算中，为满足格式精度要求，光滑度

指标量阶与模板宽度协调一致是比较容易实现的。

在光滑区，要保证量阶高的光滑度指标在数值上比量

阶低的小，即：

βk1 ≪ βk2 , k1 > k2 (49)

从而使得
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∣∣∣uT
i+1/2

∣∣∣ >> N−1∑
k=1

ωN
k

∣∣∣∣uk
i+1/2−uT

i+1/2

∣∣∣∣ (50)

τ5

是需要深入研究的，Borges等 [47] 设计的光滑度指标

是一个成功案例。

∑N−1

k=0

ωN
k

(
uk

i+1/2−uk,max
i+1/2

)
uk,max

i+1/2 i

2） 不同宽度模板上的非线性插值/重构方法尽管

都能满足精度要求，但表达式中非线性项

（ 为含 点但不包含间断的最

宽模板上的最优精度插值/重构量）不仅会影响到光

滑区的分辨率，也会影响到间断的分辨率 [50-51,64]，如

Zhu等[50] 的实验算例结果中的间断附近甚至存在比

较明显的非物理波动，应该可以改进和完善光滑度指

标的设计等方面来消除这种非线性波动。

τ

3）  非线性加权格式的计算效率也应该受到重

视。由于随着模板增宽，导数阶数和每阶导数的差分

精度同时增加，使得利用式（31）计算的模板光滑度指

标的计算量会迅速增加，具体见文献 [51]。比较有意

思的是，Z 型权、NS 权和 ZQ 权都给出了各自的高阶

光滑度指标 ，显然，Z 型权的高阶光滑度指标计算效

率是最高的。研究宽模板上光滑度指标计算方法，是

改善高阶精度非线性加权格式计算效率的重要途

径。为了更加直观地了解非线性权对计算效率的影

响，以 JS 权作为基准，表 3给出了典型加权函数对

Rayleigh–Taylor不稳定问题的单步计算的 CPU时

间，M 权比 JS 权增加了 30%多的计算量，如果仅以

加权过程的计算量为基准，增加的幅度还会更多，由

此可见，非线性权函数对计算效率具有重要的影响。

  
表 3    不同加权函数计算 Rayleigh–Taylor 不稳定问题的单个时

间步的 CPU 时间对比（以 JS 权为基准，网格规模 120×480）
Table 3    CPU time used (in seconds) per time step with different

nonlinear weighting functions to simulate Rayleigh–Taylor
instability problem (CPU time normalized by JS weights,

calculation with grid size 120×480)

JS Z M NS ZQ

1.00 1.052 1.307 1.134 1.209

 

因此，对于不同宽度模板集，如果光滑度指标设

计满足式（49），且宽模板的高阶光滑度指标能够类似

于 Z 型权，通过窄模板的低阶光滑度指标简单组合得

到，必将显著提高非线性加权高精度格式的计算

效率。 

4    结　论

加权非线性格式的研究已经持续了将近 30年，

其中关于非线性加权函数完善方面的研究，围绕在光

滑区让格式达到最优精度而在间断附近不出现非物

理波动为目标，提出了类型众多的非线性加权方式。

本文从非线性加权方法中包含的候选模板集、光滑度

指标及其与权的函数关系 3个基本要素的角度，介绍

了五阶精度非线性加权格式具有代表性的研究工作，

得到以下认识：

1） 大多数修正 JS 权不足的工作都是围绕改善光

滑度指标及其权函数，没有触动其等宽度候选模板集

和传统凸组合的加权框架。Zhu等 [50] 放弃了传统的

等宽候选模板上凸组合加权的模式，实现了在不同宽

度候选模板集上进行非线性加权，再次打开了高阶精

度非线性加权格式研究的空间。从理论上讲，ZQ 权

在保持最优精度的同时，应该更加有利于间断的捕

捉，但从算例给出的间断捕捉效果来看，仍有进一步

改进的空间。

2） 光滑度指标是当前非线性加权方法的最重要

因素，它不仅影响非线性加权格式的精度和分辨率，

对计算效率也有重要的影响。按式（31）计算模板光

滑度指标时，格式精度越高，模板越宽，光滑度指标

对计算效率的影响越大。

3） 类似于 3.1节中的等价 Z 型权，基于不同宽度

候选模板的非线性权的量阶关系，提出高效的量阶与

模板宽度协调一致的光滑度指标计算方法，在不同宽

度的候选模板集上，建立更加高效的高分辨率的非线

性加权格式，以适应间断处于模板不同位置的各种复

杂情况，应该是 CFD研究界所期望的。

最后，从候选模板、光滑度指标及其与权的函数

关系三要素来归类捕捉间断的有限差分格式，可以

将 TVD类格式中限制器函数视为光滑度指标和插值/
重构函数融合在一起的一类非线性加权函数，ENO
和 TENO格式只是非线性权与光滑度指标的函数关

系不同而已。从这个视角，既有利于对非线性格式发

展路线的理解，也有利于对非线性格式未来研究方向

的把握。
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