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高超声速钝楔边界层最优增长扰动
及其二次失稳研究

张浩杰1，刘建新2，3，*，赵    磊1

(1. 天津大学 力学系，天津　300072；

2. 空天飞行空气动力科学与技术全国重点实验室，绵阳　621000；

3. 天津大学 高速空气动力学研究室，天津　300072)

摘　要：最优增长扰动理论是近年来高超声速边界层非模态失稳现象研究中的主要理论之一，可被看作一种对非模态

扰动增长的工程化估计。本文以高超声速钝楔边界层为研究对象，采用最优增长理论和二次失稳分析方法，对钝楔边

界层的非模态失稳特性进行了研究。结果表明，在平楔面各个工况的有限计算域中无法找到不稳定模态扰动，非模态

的最优增长扰动可获得较大的能量增益。研究还发现，最优扰动的能量增益随马赫数的增加逐渐减小，而壁面曲率对

最优扰动的增长起促进作用。但是，由于不同曲率条件下对应的最大能量增长扰动的展向波数存在一定差异，因此变

曲率的等熵压缩面不存在统一的变化规律。进一步，研究还采用非线性抛物化稳定性方程研究了零频率最优扰动的非

线性演化，并以最优扰动形成的条纹边界层的二次稳定性为基本流，采用线性理论进行了二次失稳分析，发现最优增

长扰动形成的条纹结构具有较强的二次失稳增长率，这有利于下游边界层转捩成湍流。该研究结果对设计高速飞行器

前体进气道的强制转捩装置有一定参考意义。

关键词：最优增长；非模态失稳；高超声速边界层；二次失稳；转捩
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Optimal growth and secondary instability of hypersonic
blunt wedge boundary layers
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Abstract: The  optimal  growth  disturbance  theory  has  been  one  of  the  main  theories  in  recent  years  for
studying  non-modal  instability  phenomena  in  hypersonic  boundary  layers.  This  theory  can  be  viewed  as  an
engineering estimation of  the  growth of  non-modal  disturbances.  The entire  study focuses  on hypersonic  blunt
wedge boundary layer, and employs the optimal growth disturbance theory and secondary instability analysis to
investigate the non-modal instability characteristics of the blunt wedge boundary layer. The analysis reveals that
no unstable modal disturbances can be found in the finite computational domains for various conditions on the
flat wedge surface. However, non-modal optimal growth disturbances can acquire significant energy gains. The
study also finds  that  the  energy gain of  the  optimal  disturbance gradually  decreases  with  the  increase  in  Mach
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number,  while  the  wall  curvature  promotes  the  growth  of  the  optimal  disturbance.  However,  the  spanwise
wavenumber of disturbance with the maximum energy gain varies with the curvature condition, thus there is no
uniform  trend  in  curved  isentropic  compression  surfaces.  Furthermore,  the  study  investigates  the  nonlinear
evolution of the stationary optimal disturbance using the non-parallel parabolized stability equations and analyzes
the  secondary  stability  characteristics  of  the  streaky  boundary  layer  based  on  the  linear  stability  theory.  The
results  indicate  that  the  streaky  structure  associated  with  the  optimal  growth  has  strong  secondary  instability,
which  is  conducive  to  the  transition  of  the  downstream boundary  layer  to  turbulence.  These  research  findings
have  significant  implications  for  the  design  of  forced  transition  devices  in  the  forebody  inlets  of  hypersonic
vehicles.

Keywords: optimal  growth； non-modal  instability； hypersonic  boundary  layers； secondary  instability；
transition

 

0    引　言

高超声速转捩问题是当前高超声速空气动力学

研究中的热点和难点问题之一，有研究认为，转捩有

多种途径 [1]。其中自然转捩对应外界环境扰动较小

的情况，此时先通过感受性机制激发边界层内的首次

失稳模态扰动。当首次失稳模态扰动指数增长到一

定幅值时，扰动间的非线性作用对流场产生影响，此

时存在二次失稳机理使得边界层进一步突变到湍流

阶段。而当外界环境扰动强度较强时，边界层内扰动

演化可能伴随着非模态增长，此时边界层内扰动要先

经过一段瞬态增长，进而跳过模态增长阶段直接触发

扰动间的二次失稳机制，从而使得流动突变至湍流。

由于剪切层流动中的线性扰动方程算子不是厄米算

子（Hermitian operator），这就导致其特征函数互不正

交。所谓非模态增长是指两个衰减的扰动模态可以

通过线性叠加的方式在有限时间或空间上获得增长

的能力，此时扰动的演化特征与扰动的初值有关，即

有条件失稳现象。基于此，非模态失稳的临界雷诺数

通常小于模态失稳的临界雷诺数，这使得非模态增长

理论可以用来解释亚临界失稳现象，同时也可能应用

于设计边界层强制转捩装置。

[t0, t1]

x0, x1]

目前针对非模态增长问题研究最广泛的是基于

最优增长理论的求解。该方法认为瞬态增长中各衰

减模态的线性组合系数（即幅值与相位信息）同样由

感受性过程决定，所以瞬态增长率受外部扰动情况

（如高幅值自由流扰动、粗糙元等）的影响。但在特定

流场参数条件下可以忽略掉这些外部条件，直接基于

动力系统的变分问题并根据最小作用量原理给出一

个最危险的非模态增长方式的估计，即可以通过最优

扰动理论进行求解，得到在有限时间（ ）或空间

（[ ）范围内最大瞬态增长的最优扰动。这种方

法物理上是不完备的，因为它直接割裂了来流扰动与

边界层内失稳扰动之间的联系，但该方法的优势在于

它可以给出非模态失稳情况下一个最危险的估计，因

此具有一定的工程实用性。国内外学者针对该方法

开展了诸多研究，他们基于线性稳定性理论（ linear
stability theory, LST）、边界层方程、伴随抛物化稳定

性方程（adjoint parabolized stability equations, APSE）发
展了最优扰动的求解方法[2-8]。

非模态扰动的瞬态增长理论可用于设计高速飞

行器前体进气道强制转捩装置。通常情况下，高空飞

行多对应于自然转捩过程，这使得自然状态下高速飞

行器超燃发动机较短的前体进气道压缩面边界层会

一直保持层流状态。此时，层流易导致边界层在唇口

附近发生分离，从而造成流道流量变小，进而引起超

燃发动机无法启动的问题。因此，为了防止进气道前

流场分离，通常会在进气道上游添加斜坡型、钻石型

的粗糙元作为强制转捩装置，从而使边界层提前转捩

为湍流，如 Hyper-X[9]、 X-43A[10]、X-51[11]、HIFiRE-5[12]

以及赵慧勇等 [13] 开展的相关边界层强制转捩研究。

从设计逻辑角度讲，除了添加粗糙元让边界层强制转

捩，还希望强制转捩装置结构更简单、带来的热负荷

更低。涂国华等[14] 在超声速边界层中引入悬空的细

丝来促进边界层转捩；张红军等[15-16]基于风洞试验设

计了一种“W”型的人工转捩装置（即转捩片），此新

型强制转捩装置阻力和热载荷更小，转捩效果很好。

国外有学者关注局部粗糙变化对转捩的影响，早在

2000年，Reshotko等 [17] 基于瞬态增长给出了转捩雷

诺数与粗糙高度的拟合关系式，并与风洞试验结果相

吻合；Parades等[18] 则利用最优扰动理论验证了局部

几何畸变对转捩存在促进作用。

本文采用最优增长理论对高超声速钝楔边界层

的非模态扰动瞬态增长所导致的转捩问题进行研究，

并探讨利用此方法设计强制转捩装置的可能性。 
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1    计算方法
 

1.1   线性稳定性理论

模态增长（描述了单一扰动的演化过程）对应于

自然转捩情况下首次失稳扰动的演化特征，需要使用

线性稳定性理论（linear stability theory, LST）进行分析。

可以将失稳扰动写成波动函数的形式：

ϕ′(x,y,z, t) = ϕ̂ei(αx+βz−ωt)+ c.c. (1)

ϕ′ =
[
ρ′ u′ v′ w′ T ′

]T ϕ̂
α β ω

其中：扰动 ， 表示扰动的形函数；

、 和 分别对应流向波数、展向波数以及频率。

ϕ0 =
[
ρ0 u0 v0 w0 T0

]T将基本流 与扰动的和代入

到无量纲 N-S（Navier-Stokes, N-S）方程中，减去基本

流所满足的方程，略去方程的非线性项，在基本流平

行性假设的基础上引入上述扰动表达式，即可将线性

稳定性理论方程写成如下形式：

Lϕ̂ = 0 (2)

ϕ0 α β ω

其中 L 表示线性稳定性理论算子，对应于齐次方程齐

次算子的特征值问题，利用五点四阶中心格式进行离

散后，可以采用瑞利商迭代求解出特征值和特征函

数，它是关于基本流 、 、 和 的函数，其边界条

件为：

y = 0： û = v̂ = ŵ = T̂ = 0
y→ +∞：ρ̂ = û = v̂ = ŵ = T̂ = 0

(3)
 

1.2   最优增长扰动计算（非模态增长）

[t0, t1] x0, x1]

相比模态增长，非模态增长则描述了多个模态线

性叠加得到的扰动在有限时间 或空间 [ 内

的短时演化行为。本文直接采用基于线性抛物化稳

定性方程（ linear  parabolized  stability  equations,  LPSE）
和非平行性修正的最优增长扰动理论来对其进行

分析。

先将扰动写成如下行进波的形式：

ϕ′ = ϕ̂(ξ,y)ei(
r
α(ξ)dξ+βz−ωt)+ c.c (4)

ξ = ϵx, ϵ = O(1/Re)其中： 表示该扰动形函数沿流向的

慢变特征。因此，在方程的推导过程中，保留基本流

和扰动形函数沿流向的导数，忽略更高阶的流向导数

项和非线性项，就可得到线性抛物化稳定性方程

（LPSE）：

A ∂
ϕ̂

∂x
+B ∂

ϕ̂

∂y
+ Dϕ̂ = 0 (5)

其中，系数矩阵 A、B和 D的定义可参考文献 [19]。
进一步，可以构造内积：

( p̂, q̂) =
w x1

x0

w ∞
0

p̂Hq̂dydξ (6)

p̂ q̂ x0、x1其中： 和 分别对应任意两个形函数， 分别对

应计算域的流向起止位置。

基于此，构造伴随空间，可得到伴随抛物化稳定

性方程（APSE）：

A∗ ∂
ϕ̂∗

∂x
+B∗ ∂

ϕ̂∗

∂y
+ D∗ϕ̂∗ = 0 (7)

ϕ̂∗ A∗、

B∗、D∗
式中： 表示扰动形函数的伴随，系数矩阵

的定义可参考文献 [20]。
利用最优扰动能量最大这一条件和拉格朗日乘

子法，可得到扰动和伴随扰动的初始条件为：

ϕ̂0 = c0 M−1 AHϕ̂∗0 (8)

ϕ̂∗1 = c1(AH)−1 Mϕ̂1 (9)

M = diag
{

T0

ρ0γMa2 , ρ0, ρ0, ρ0,
ρ0

γ(γ−1)T0Ma2

}
γ = 1.4 c0 c1

其中： 为

核函数， 为比热比，Ma 为马赫数， 和 为任

意常数，通常可取 1。
基于以上推导，可以利用 LPSE、APSE以及上述

边界初始条件反复迭代（通常只需几步即可收敛），

即可求出最优增长扰动。图 1给出了在 Ma = 3的平

板边界层中的最优增长预测结果，并与文献 [20]中
的结果进行了对比验证。图中纵轴 G 表示出入口能

量增益的比值，为方便与文献比较，用雷诺数归一化

展示，横轴 β0 表示最优扰动的展向波数。从图中可

以看出，本文分析方法得出的结果与文献完全吻合，

验证了本方法的可行性。 

 

x0=0.09 m, Present
x0=0.16 m, Present
x0=0.25 m, Present

x0=0.16 m, Ref.[20]
x0=0.25 m, Ref.[20]

0.0025

0.0020

0.0015

0.0010

0.0005

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8

β0

G
/R
e
∞

x0=0.09 m, Ref.[20]

图 1    最优增长扰动计算方法验证

Fig. 1    Validation of the optimal growth calculation method
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1.3   二次失稳分析

有研究发现，最优扰动通常是定常的，此时一定

幅值的最优扰动向下游会发展形成条纹结构。为进

一步分析该结构引起边界层转捩的可能性，通常需要

对条纹进行二次失稳分析，将二次扰动写成如下形式：

ϕ′ (x,y,z, t) = ϕ̂s (y,z)ei(αx−ωt)+ c.c. (10)

ϕ̂s (y,z)其中： 是二次失稳扰动的形函数，将其代入到

线性扰动方程，忽略基本流沿流向的导数，同时保留

基本流沿法向和展向的导数，即可得到二次失稳扰动

的控制方程：

Lsϕ̂s = 0 (11)

Ls

ϕ0 ω、α
式中： 对应二次失稳方程的线性算子，是基本流

和 的函数。在壁面和远场引入齐次边界条件

后，该方程对应一个特征值问题，通过求解，即可得

到最优增长扰动发展到下游的条纹结构的二次失稳

特征。 

2    钝楔边界层稳定性及其二次失稳分析
 

2.1   工况的确定及基本流的计算

4.5◦ −4.5◦

−9◦

选取钝楔为计算模型，钝楔可看作前体进气道的

一种简化模型。其前缘半径为 0.2 mm，长度为 290 mm，

半楔角为 ，攻角为 ，即上表面平板与来流夹

角为 。本文计算了 3个实验工况，来流名义马赫

数分别为 4.5、5、6，流场参数见表 1，壁面温度统一取

等温边界条件，给定为300 K，其他来流参数设置可详

见文献 [15]。
  

表 1    基本流来流参数

Table 1    Freestream parameters for the base flow

Ma 来流总压/Pa 来流总温/K 单位雷诺数/m-1
来流温度/K

Case 1 6.0 1.03×106
462 1.01×107

57.46

Case 2 5.0 1.03×106
361 2.28×107

61.45

Case 3 4.5 1.03×106
308 3.57×107

62.31
 

首先，通过直接求解 N-S方程获得定常平均流

场。分别对长度、速度、温度等参数无量纲化，采用

Lax-Friedrichs通量分裂格式进行方程离散，对流项采

用 3阶WENO格式，黏性项采用 4阶中心格式。计算

采用的整体及局部网格如图 2所示。3个工况均采用

同一计算网格，在边界层内分别包含约 130、 140、
160个法向网格点。

图 3给出了基本流流向速度剖面，其中图 3（a）给
出了本文方法与李新亮的 OpenCFD[21] 方法计算得到

的 x = 100 mm位置处的基本流剖面对比曲线图，可

1001×301

以看出本文提出的方法计算结果与 OpenCFD方法的

结果很符合，验证了本文方法的可靠性；图 3（ b）
展示了使用 4种不同的网格分布密度对网格收敛性

的验证曲线，比较了不同流向和法向网格密度下 x =
100 mm处的边界层流向速度分布，从图中看出，网格

收敛性是足够的。后续研究中，流向及法向网格分布

为 ，这可以使在达到所需基本流计算精度

的同时，尽可能地保证稳定性计算的精度。 

2.2   钝楔边界层的最优扰动分析

首先对得到的基本流流场进行线性稳定性分析，

然而在给定的计算域内无法找到不稳定波模态扰动，

这意味着单独使用模态增长理论无法说明边界层强

制转捩问题，即便在感受性的影响下，边界层内可以

激发模态扰动，该扰动依然不能沿下游增长乃至转

捩。分析其原因，主要是受钝头所引起的熵层影响，

边界层内的速度场剖面被显著改变，使得扰动的线性

稳定性特征趋于稳定，这一现象与万兵兵 [22] 的研究

结论保持一致。

与模态失稳理论相反的是，在张红军等的实验[16]

中，壁面较低粗糙度的情况下是可以改善进气道不启

动问题的。这意味着一定存在某种不同于模态失稳
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图 2    网格分布（只显示流向间隔 2 个、法向间隔 4 个网格点）

Fig. 2    Mesh distributions (displayed at every 2 and 4 grid points
in the streamwise and wall-normal directions, respectively)
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的物理机制使得扰动得以增长，进而促使边界层内发

生转捩，从而抑制边界层分离，使得进气道不启动问

题得到改善。因此，实验中较低高度的转捩片所引起

的边界层转捩实际上很可能对应于非模态扰动增长

所导致的转捩，即通过局部的壁面转捩片诱导边界层

内的非模态扰动的瞬态增长，当该扰动增长到一定幅

值时，促使发生新的二次失稳机制从而导致边界层转

捩。为了验证该猜想，本文利用最优增长理论对钝楔

边界层进行非模态扰动的瞬态增长分析，研究此种机

制下诱导转捩的可能性。

x1 = 280 mm

首先，在马赫数一定的情况下（Ma = 4.5）进行最

优扰动分析，固定计算域出口位置为 ，改

变计算域入口位置及扰动的展向波数进行最优扰动

计算。为方便描述扰动的放大倍数，定义最优能量增

= ||q1||E / ||q0||E，其中： ||qi||E =< qi,Mqi >

β

x0

β = 2

β = 2 x0, x1]

x0 = 80 mm

x0, x1]

益GE 。图4给
出了该工况条件下的最优能量增益，其中图 4（a）给
出了不同初始位置下的最优能量增益随展向波数 的

分布。从图中可以看到，入口位置  = 55 mm时最优

能量增益大概在展向波数 （对应波长约为

3.14 mm）附近，最大可达入口能量的 13 000多倍，显

示出较强的瞬态增长特性。图 4（ b）给出了固定

时最优能量增益随计算域 [ 的变化，可以

看出，当计算域为 [50 mm, 280 mm]时，最优能量增益

达到最大值。此外，在 附近的区域存在拐

折，目前尚不清楚该拐折产生的原因，但考虑到

[ 的最优能量增益是分别计算的，并不存在依赖

关系，并且该拐折所出现的位置最优能量增益较小，

对后文的分析和结论并无影响，因此本文不对其产生

的原因进行深究。
  

β
(a) 不同初始位置x0的最优能量增益随展向波数β分布
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图 4    Ma = 4.5 工况下的最优能量增益

Fig. 4    Variation of optimal energy growth at Ma = 4.5
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Fig. 3    Streamwise velocity profile for the baseflow
at x = 100 mm
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其次，分析了来流马赫数对最优增长的影响，图 5
给出了 Ma = 5、β = 2和 Ma = 6、β = 1.2这 2个工况下

最优能量增益随计算域的变化，其中不同马赫数下给

定的展向波数 β 分别对应此时最优扰动能量增益的

展向波数取值。从图中可以看出，在 Ma = 5这一工

况下，最优能量增益的最大值约为 8 400，  Ma = 6这
一工况下，最优能量增益的最大值约为 3 683。因此，

可以得出结论：随着来流马赫数的增加，瞬态增长

减弱，这意味着流场更加趋于稳定，转捩逐渐推迟。
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图 5    不同马赫数下最优能量增益随计算域的变化

Fig. 5    Variation of the optimal energy growth with the
computational domain size at different Mach numbers

 
从各个工况的计算结果中不难看出，流场中存在

着典型的瞬态增长过程，且增长倍数很大，这意味着

当壁面转捩片局部激励出较大的最优扰动幅值时，该

扰动的幅值在下游至少可以增长两个量级。当转捩

片高度较低（约为当地边界层厚度的 1/6～1/4）时，虽

然不足以通过 lift-up效应在边界层尾迹直接激发出

典型的三维流场结构进而发生转捩，但由于其仍然具

有一定的高度，当转捩片形状和展向空间尺度合适

时，仍可能激发出一定的初始扰动幅值。因此，在设

计强制转捩装置时，可以有意识地选择最优增长扰动

对应的展向波数，这样有利于边界层转捩。张红军

等 [16] 的强制转捩装置实验中，转捩片展向尺度大约

在 4～5 mm，安放位置在距前缘 40～50 mm的区域，

对应的展向波数 β 约为 1.2～1.6。根据计算给出的结

果，此时流动具有较大的最优能量增益，这说明了转

捩片是有可能让流场激发出最优增长扰动，进而通过

非线性效应发展成湍流。关于最优扰动的非线性发

展促发转捩的问题，将在 2.4节进行详细分析与讨论。 

2.3   凹曲率对最优增长扰动的影响

在确定了转捩片可以诱导边界层非模态扰动失

稳之后，还需明确另外一个问题：曲率对扰动失稳过

程的影响。对于前体进气道来说，通常情况下会使用

等熵压缩面或者分段压缩面。在等熵压缩面中，壁面

具有一定的随流向变化的凹曲率；对于分段压缩的情

况，由于在折角压缩位置经常有局部弱分离流场，有

效流动实际上在折角局部也是存在一定的曲率的，因

此有必要研究曲率对最优扰动的影响。

κ1 = 0、κ2 = 0.20 /m、κ3 = 0.25 /m

以 Ma = 5为基准流场，考察凹曲率对最优扰动

演化的影响。为使问题简单化，将计算模型调整为厚

度为 0.4 mm的钝板，来流攻角为–9°，计算域选择最

大到 500  mm。本文共计算了 4个工况，其中 3个
工况的曲率分别为 ，

相应的曲率半径为 0、5、4 m，第 4个工况为等熵压缩

面即曲率随流向存在变化。

[x0, x1] =

[60.7, 503.7]

对于无曲率（平板）情况，图 6给出了不同展向波

数下扰动的最优能量增益。从图 6（b、c）可以看出，展

向波数 β = 1.2、1.6（展向波长分别为 5.236、3.927 mm）

时，具有较大的最优能量增益，其中当 β = 1.2，
时，最大能量增益为 17 217。

1010 1011

3.5

最优扰动的计算结果依赖于计算域，这里将计算

域的出口固定为实验中的转捩点（x1 = 500 mm）。图 7
给出了不同计算域入口、不同展向波数扰动，在曲率

半径分别为 5、4 m以及等熵压缩面工况时的最优能

量增益。从图中不难看出，在上述 3个工况条件下，

最优能量增益分别可达 、 的量级，等熵压缩

面工况下的最优能量增益介于两者之间。3个工况下

最大能量增益对应的最优展向波数 β 约为 （展向

波长约为 1.795 mm）；与平板相比，壁面为凹曲率时
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x0 = 9.2

对应的最优展向波长呈现减小趋势。在曲率半径为 5、

4 m两个等曲率工况下，最优计算域入口为  mm，

且最优能量增益对计算域入口敏感。

根据分析结果不难得到以下结论：小曲率半径或

者较大曲率对最优扰动的增长促进作用显著，曲率的

存在会使得流场更容易转捩。但是这种促进作用在

定曲率问题中是确定的；而对于变曲率分布的情况，

不同曲率下对应的具有较大能量增长能力的最优增

长扰动的展向波数存在一定差异，因此，该条件下曲

率增大并不会使流场变得更不稳定，需要根据具体的

等熵压缩曲面形状直接计算使用最优增长理论计算

带曲率条件下的最优能量增长。 

2.4   最优增长下游条纹的二次失稳分析

上述研究给出了最优增长扰动的放大倍数，并且

通过计算可以基本确定在激励幅值较大情况下的最

优扰动，从而得到瞬态增长的最危险估计。在设计强

制转捩片的尺度过程中，直接分析转捩片的激励存在

着较大的计算难度。从工程分析的角度来看，由于这

两种激励（强制转捩片和最优增长扰动）频率都为 0，

因此考虑以最优扰动来评估壁面强制转捩片的激励

效果，观察其是否有利于转捩的发生。

不过，前文提到的最优扰动分析模型主要是基于

线性模型开展的，其动力学稳定性本质属于条件稳定

性，与初始扰动的形式存在关联。考虑到实际的扰动

演化是非线性的，因此本文采用非线性抛物化稳定性

方程（nonlinear parabolized stability equations, NPSE）来

计算最优扰动的非线性演化，并对非线性演化可能生

成的条纹结构进行二次失稳分析，探索其导致转捩发

 

17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

x0

(a) β=0.8

x
1

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

x0

(b) β=1.2

x
1

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

x0

(c) β=1.6

x
1

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

x0

(d) β=2.0

x
1

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

GE GE

GE GE

图 6    平板边界层不同展向波数下扰动的最优能量增益

Fig. 6    Optimal energy growth in the flat-plate boundary layer for disturbances with different spanwise wave numbers
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生的可能性。

考虑到扰动的演化特征以及最优扰动分析的计

算结果，结合前文提到工况的基本参数，选取 Ma =
5，其余基本来流工况参数与表 1中给出的值相同。

为了同时对比不同曲率下的情况，计算了两个非线性

演化的算例，具体参数见表 2。其中，扰动的初始幅

值通过试算对应的转捩位置约 500 mm或 300 mm处

反向标定给出。

 
 

表 2    最优扰动非线性演化工况

Table 2    Flow conditions for the nonlinear evolution of optimal
disturbance

入口位置

x0/mm
初始幅值

A0 β0
展向波数 展向波长

/mm
物面曲率

/m−1

算例1 45 0.003 1.6 3.927 0

算例2 45 0.001 3.5 1.795 0.25

 

入口位置根据最优扰动理论计算得到的扰动分

布来确定。典型地，图 8给出了算例 1对应的入口最

优扰动的形函数模的分布。从图中不难看出，最优扰

动区别于模态扰动，相比流向速度扰动，法向和展向

速度扰动都具有较大的幅值。图 9给出了入口为最

优扰动时采用 NPSE计算的两个算例的非线性扰动

演化过程，其中纵坐标 Au 表示不同扰动展向波数分

量的幅值。从图中可以看出，在算例 1条件下，最优

扰动的增长较慢，因此能够一直维持饱和状态；而算

例 2由于扰动增长很快，尽管其初始幅值比算例 1平
板情况还要小，NPSE在流向位置 x = 292 mm的位置

处就已经发散。结合前文关于曲率的讨论，可以得出

以下结论：即使考虑非线性演化过程，最优扰动在有
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图 7    出口 x1 = 500 mm 时不同计算域入口、不同展向波数扰动

的最优能量增益

Fig. 7    Optimal energy growth for different computation domain
inlets x0 and different spanwise wavenumbers of disturbances at

x1 = 500 mm
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图 8    入口（x0 = 45 mm）最优扰动形函数分布

Fig. 8    Shape function for the optimal disturbance distribution at
inlet (x0 = 45 mm)
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曲率存在时仍然具有较大的放大能力并能导致转捩

提前发生。

y/δ = 1.0

δ

图 10给出了最优扰动发展得到的条纹边界层，

其中图 10（a）给出了算例 2法向位置（ ）的流

场横截面流向速度 u 分布， 对应当地二维边界层的

排移厚度。从图中可以明显看出，在流场下游区域有

一个流向条纹结构，该结构从 x = 170 mm附近开始

逐渐出现，结合图 9（b）可以看到，条纹结构对应的扰

动非线性演化在该位置后逐渐增长到较大的幅值，并

在更下游区域（x = 210 mm后）更加显著。图 10（b）则
给出了 x = 280 mm位置处的流向速度截面及其法向

导数分布云图，可以明显看到，下游条纹结构具有较

为明显的拐点，这意味着发生二次失稳的可能性

较大。
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(a) x-z平面视图(y/δ=1)
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图 10    最优扰动发展得到的条纹边界层（云图代表流向速度，线

条代表流向速度的法向导数，实线是正数，虚线是负数）

Fig. 10    Streaky boundary layer evolved from the optimal energy
growth disturbance (The cloud image represents the flow velocity;
The line represents the normal derivative of the flow velocity, the

solid line is positive, the dashed line is negative)
 

为进一步分析最优条纹的二次失稳特性，本文对

其进行了二次失稳分析，主要是讨论条纹边界层进一

步失稳转捩成湍流的可能性。

图 11给出了上述 2个算例条件下条纹边界层不

同流向位置的二次失稳分析结果，此处选用的是时间

模式，图中横坐标对应于失稳扰动波数范围，纵坐标

则对应于失稳的增长率。从图中可以看出，对于算例

1，随着流向条纹结构向下游推进，扰动失稳的范围

显著扩大，同时失稳扰动的增长率也显著放大，最大

增长率约为 0.04。与无条纹存在时的二维平板边界

层相比，最优扰动激励出的条纹结构使得边界层变得

更加不稳定。最优扰动的存在使得二次扰动在上游

区域存在明显的失稳特性，这种失稳特性在流向的累

积则促进流场向转捩到湍流的趋势发展。对于算例

2，由于曲率的存在，此时失稳扰动的范围更大，且

增长率也更大，最大可接近 0.07。扰动在 x = 230～
260 mm区域内，增长率从 0.015迅速增大到 0.06，同
时伴随着更大范围的扰动失稳现象。因此，当上游存
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图 9    最优增长扰动的非线性演化

Fig. 9    Nonlinear evolution of the optimal energy growth
disturbance
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在最优扰动时，即便初始幅值相对较小，但最优扰动

能量增益水平较大，激励出条纹结构的可能性较大，

并促进转捩的发生。
 

3    结　论

本文采用最优扰动理论和二次失稳理论研究了

高超声速钝楔边界层的非模态失稳特性，得到如下

结论：

1） 在本文给定工况下的钝楔边界层计算域中很

难找到失稳模态扰动，但分析表明，非模态增长具有

较大的增长能力，这说明较大外界扰动（如壁面转捩

片等）引起钝楔边界层转捩的可能性较大。因此，在

设计强制转捩装置时，可选择最优增长扰动对应的展

向波数，这样更有利于边界层转捩提前发生。

2） 最优增长的扰动幅值在下游至少可以增长两

个量级，但随着马赫数的增加，瞬态增长效应逐渐减

弱，流场趋于稳定。

3）  曲率的存在使流场更容易转捩，钝楔的曲率

对最优扰动增长的促进作用显著。线性稳定性理论

和非线性抛物化稳定性理论同时揭示了在定曲率的

工况下，最优扰动增益效果显著高于无曲率的情况。

4） 最优扰动的非线性演化的下游流场中会出现

明显的流向条纹结构，对该条纹结构进行二次失稳分

析表明该结构能显著促进转捩发生。即便最优模态

扰动的初值较小，若具有较大的非模态扰动能量

增益能力，也可以通过二次失稳机制促进其转捩提前

发生。

以上结论对设计高速飞行器前体进气道的强制

转捩装置具有一定参考意义，但由于实际飞行器中前

体结构是更复杂的，钝楔模型只是对该问题的一种几

何简化，未来在三维高超声速边界层中的非模态失稳

问题有待进一步研究并在此基础上发展相关设计

方法。
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