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非结构网格中 -./,/,隐式算法的非平衡性影响

赵松原，黄明恪
（南京航空航天大学，南京 !)(()2）

摘要：在非结构网格中用 34/565隐式算法求解欧拉方程时，两个近似分解因子的项数可能相等，为平衡；也可能不
相等，为非平衡。采用对网格重新编号的方法很难达到我们希望的平衡。本文对非平衡性的影响进行了探讨。对

二维问题，四边形单元的非结构网格，设计出平衡与非平衡的编号方式。先对标量模型方程分析 34/565隐式算法
的增长因子，然后通过数值试验来验证这种非平衡性的影响。结果表明，尽管非平衡时也能达到收敛，但平衡却远

优于非平衡的情况。
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0 引 言
由于当前航空业需要计算的绕流问题的物形越

来越复杂，采用结构网格比较麻烦，所以应用非结构

网格有很大吸引力。但是采用隐式算法比较困难，因

为很多高效算法都是基于结构网格而不是非结构网

格。例如 <=>+?$@ 等人［)］对结构网格提出的 34/565
隐式算法，不要求附加的存储，因子分解无论是二维

还是三维情况都是两个因子，都能达到无条件稳定，

而且一次迭代的机时比一次 A8@B+/C8DD=显式推进的
机时还要短。*>ED9E 5F=9$G 和 C=H8FE9$ ’=I=F=?FE［!］通
过对非结构网格进行重新编号，成功地将结构网格的

34/565隐式算法应用于非结构网格，取得很好的效
果。

重新编号就是将生成好的单元编号进行重排序。

对于 34/565隐式算法，要求一个网格单元的邻居编
号，有比其大，也有比其小的。若具有大的编号的邻

居的个数与具有小的编号的邻居的个数相同，则称之

为平衡；否则，称为不平衡。平衡时，34分解的两因
式项数相等，否则不相等。

文献［!］中提到了结构网格的 34 分解是平衡
的，并且提出非网格重新编号的方法，但也不能保证

网格的平衡性。我们的实践表明，重新编号达到 34/
565的算法要求并不难，但要达到完全平衡却很难。
因此产生了一个问题，即是否一定要达到平衡？非平

衡对收敛性有多大影响？对一般的非结构网格不容

易做分析。为此，本文对二维问题的结构网格，采用

非结构网格的处理方法设计出平衡与非平衡的编号

方法。通过线化稳定性分析与数值试验两种途径，给

出非平衡性对稳定性或收敛性的影响。

1 二维 $2345方程隐式 -.6,/,算法
考虑二维问题，对一个单元欧拉方程的全隐式算

法的离散形式为：
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其中 " 为守恒变量在单元中的平均值，或格心处的
值，! 为单元体积，! 为通量张量，M" 是边向量，其方
向沿法线方向，大小为其边长，求和是对一个单元的

&条边进行。用上式两端同时减去#
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34/565隐式算法就是对上式中的隐式部分做近

似因式分解，一个因子中含邻居编号大的项，另一因

子中含邻居编号小的项。最终得到 34/565算法的两
步格式为：
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是第 - 次迭代残量项，计算时采用 )*+,-./的中心差
分加耗散的方法来替代逆风格式。 ’ 与 ) 分别对应
编号小和大的邻居单元。!( 是通量 )*0.12*/矩阵的
谱半径。实际计算时，如果已知第 - 次迭代的守恒
量 !-

"，则第一步对编号逐一增大的方向掠过流场找

出!!!" ；第二步对于编号逐一减小的方向掠过流场，
找出!!"。则第 - ( #次迭代的守恒量 !-(#

" 为：!-(#
"

! !-
" ("!" ，从而完成一次迭代。

! 平衡性对增长因子影响的分析
从上面的公式可以看出，基于非结构网格的 345

676算法需要满足下面的要求：每一个单元的邻居的
编号要有比其大的也要有比其小的。因此在对网格

编号的过程中，就会遇到平衡性的问题。三角形单元

有三个邻居，其编号大小之比只能是 # 8$或 $ 8#，所以
无论怎样编号都不会取得平衡。对一般的非结构网

格，很难设计出完全平衡的编号方式。而四边形的网

格则可以使得编号大小之比达到 $ 8 $，即达到平衡。
因此本文采用四边形结构网格，将其非结构化，采取

一定的编号方法就可以使网格分别达到平衡与不平

衡的状况。

下面讨论上述网格的不平衡性对 345676隐式算

法的增长因子的影响。为了分析的简化，考虑如下线

性标量模型问题

$.
$+ ($.

$/ ($.
$0 ! 9 （:）

将其用于四边形的网格，并假设网格为正方形。

此时，345676隐式算法中的 * ! 1$，% #"& % ! 1，! !
.，" ! ." ( .& 。分别考虑下面几种情形。

! "# 平衡情形

若一组对边的邻居为编号小的，另一组对边的邻

居为编号大的。令 .-
"，& ! *-（2）$"3/$"40，!+ !#1则5

! 1（ #
# ( $）。等式（$）右端的残值采用中心差分近

似，并且不考虑耗散项。不难得到增长因子：

6 ! *-(#

*- !

#
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#
# ( $ "（0.-31 ( 0.-41）( "（-2/31 ( -2/41）

（;）

比较分子与分母，二者实部相同，但分母多出虚部，因

此恒有 % 6 %%#，即无条件稳定。

! "! 非平衡情形

若四条边中有三条边的邻居为编号小的，另一条

边的邻居为编号大的，即一大三小。此时的增长因子

与平衡时完全一致，也达到无条件稳定。

若四条边中有三条边的邻居为编号大的，另一条

边的邻居为编号小的，即一小三大。此时的增长因子

为：

6 !

#
# ( $ "（0.-31 ( 0.-41）( #

# ( $#
（0.-（31 ( 41）" "-2/（31 ( 41））

#
# ( $ "（0.-31 ( 0.-41）( "（-2/31 ( -2/41）( #

# ( $#
（0.-（31 ( 41）" "-2/（31 ( 41））

（<）

其他的不平衡情况的增长因子不外乎上述两种

情况，即或者与平衡时相同，或者与（<）式相同。下面
讨论（<）式。其中分子与分母的实部相同，所以只要
比较分子分母虚部绝对值的大小就可以看出增长因

子是否大于 #。分子的虚部为 " #
# ( $#

-2/（31 (

41），分母的虚部为 " #
# ( $#

-2/（31 ( 41）( -2/31 (

-2/41 ，可以证明在很多情况下，例如当 31 等于 #，41
等于 ’ =>时，分母虚部的绝对值小于等于分子虚部的
绝对值，有 % 6 % ? #，所以此时为无条件不稳定。

! "$ 另一种平衡情形

若相邻的两条边的邻居为编号小的，另两条相邻

边的邻居为编号大的。此时的增长因子也为（<）式，
为无条件不稳定。但这种平衡情形不可能大量出现，

最多在个别孤立的单元中发生。

至此我们可以看出，平衡与否对 345676算法的
增长因子的影响是很大的。从总体上可以看出，平衡

时的增长因子不超过 #，达到无条件稳定，不平衡时
则有时会稳定有时不稳定，所以说平衡还是要优于不

平衡的情况的。欧拉方程是非线性的向量方程，而以
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上的分析是基于线性的标量模型方程，特别是没有考

虑耗散项和边界条件，具有局限性。例如：在实践中

用得很成功的三维 !"#隐式算法，用线化模型做线性
稳定性分析，却得到无条件不稳定的结果［$］。但上述

分析已表明平衡要优于非平衡，所以下面再通过具体

的数值试验来验证非平衡对计算收敛性的影响。

! 数值试验
为了验证非平衡性对 %&’()(算法收敛速度的影

响，下面设计一个数值实验，分别考虑平衡与不平衡

情况的影响。这里采用生成好的四边形结构网格，而

数据结构则采用非结构网格的数据结构。通过重新

编号的方法可以使网格分别达到平衡与不平衡的情

况。采用保角转绘生成的 * 型网格，平衡的情况很
容易得到，只要将网格自然编号就可以。如图 $ 所
示，除交接处外，每一个网格都有两个比其大的编号，

也有两个比其小的编号。也就是说网格总体上是平

衡的。不平衡的情况则需要采取一定的策略，办法有

很多。如图 +所示的跳跃式的编号：每一层都对网格
进行跳跃式编号，这样就得到了一种完全不平衡的编

号。即每一个网格单元都是不平衡的。

图 $ 平衡的网格编号

,-./$ *0120-3. 45 6787392 .0-1

图 + 不平衡的网格编号

,-./+ *0120-3. 45 -:6787392 .0-1

现在就可以将重新编号后的网格与 %&’()(隐式
算法结合起来对流场进行计算，并与龙格库塔显式计

算做比较。算例采用 ;!< +=++翼型，>!?! @@$+翼
型和一个两段翼型的例子。

! "# $%& ’(’’翼型

在马赫数 ! A @/ BC，迎角! A DE的情况下，考虑
;!< +=++ 翼型。图 D 为收敛曲线的比较，可以看出
%&’()(算法在平衡时要比显式格式快，而且平衡的
情况要比不平衡的情况要好。图 F为压力曲线。

图 D 收敛历史的比较

,-./D ?4:G70-H43 45 943I20.2392 J-HK40L

图 F 压力曲线（! A @/BC，!A DE）

,-./F "# 1-HK0-6MK-43（! A @/BC，!A DE）

! "’ )%*% ++#’翼型

分别考虑马赫数 ! A @/ =，迎角!A $/ +CE和马赫
数 ! A $/+，迎角!A @E的情况。计算的结果如图 C—
图 =所示。图 C为马赫数 ! A @/=，迎角!A $/+CE时，
龙格库塔、%&’()(（不平衡）、%&’()(（平衡）三种计算
方法收敛历史的比较。很明显 %&’()(算法要比显式
格式快很多。而且由于隐式格式每一步迭代的时间

要比显式格式少，所以整个的计算机时也会大大减

少。图 N为压力分布曲线，图 B为马赫数 ! A $/+，迎
角!A @E时，龙格库塔、%&’()(（不平衡）、%&’()(（平
衡）三种计算方法收敛历史的比较。从图中可以看

出，由于龙格库塔格式在超音速时的时间步长可以取

得较大，所以龙格库塔和 %&’()(（平衡）的收敛曲线
几乎相同，但平衡仍就远优于不平衡。图 =为等马赫
数分布曲线。计算结果与国外同类结果符合较好。

! "! 考虑一个两段翼型的例子

如图 O所示，翼型都是 >!?! @@$+，距离为弦长
的一半。计算马赫数 ! A @/=，迎角!A @E时情况。
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图 ! 收敛曲线的比较（! " #$%，!" &$’!(）

)*+$! ,-./01*2-3 -4 5-3671+7357 8*29-1:（! " #$%，!" &$’!(）

图 ; 压力曲线（! " #$%，!" &$’!(）

)*+$; "# <*291*=>9*-3（! " #$%，!" &$’!(）

图 ? 收敛曲线的比较（! " &$’，!" #(）

)*+$? ,-./01*2-3 -4 5-3671+7357 8*29-1:（! " &$’，!" #(）

计算所用的网格如图 @所示。整个区域可以分
成上中下三部分。上下两部分的网格采用保角转绘

方法生成的网格，中间的则采用结构网格的代数生成

法。网格生成之后，对全流场网格进行统一编号，将

分区的结构网格变成整体的非结构网格，就可以用非

结构网格的方法对其进行计算。编号的方法是将整

个区域分为两部分，上下部分仍然可以看作 A形网
格，中间部分则顺次排序，最后将两部分组合即可。

计算的结果如图 &#、&&所示。图 &#为显式格式与隐
式格式收敛历史的比较。该例的网格在交接处不光

图 % 等马赫数分布（! " &$’，!" #(）

)*+$% B058 5-39->12（! " &$’，!" #(）

图 @ 两段翼型的网格

)*+$@ C1*< -4 9D- 0*14-*E

图 &# 收敛历程

)*+$&# ,-./01*2-3 -4 5-3671+7357 8*29-1:

图 && 等马赫数分布（! " #$%，!" #(）

)*+$&& B058 5-39->12（! " #$%，!" #(）
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滑。对这类质量很差的网格，隐式格式不论平衡与否

都优于龙格库塔显式格式，而且平衡与不平衡的收敛

曲线几乎相同。图 !!为等马赫数分布。

! "# 真实非结构网格的计算

三角形的非结构网格无论怎样排序都不会取得

平衡。本课题组王波兰在其论文［"］中针对二维的非

结构三角形网格进行重排，并结合 #$%&’&方法对不
同实例进行计算，并将结果和四步 ()*+,%-)../ 显式
计算的结果进行了收敛历程的比较。证明了不平衡

情况下该方法的可行性，而且大部分情况下 #$%&’&
法都明显优于龙格库塔法。特别是在粘性网格的计

算中 #$%&’&法仍然有很好的收敛性，体现了该方法
在粘性计算方面的潜力。

# 结 论
本文通过将网格重新排序，分别达到平衡与不平

衡的情况，分析了 #$%&’& 算法的增长因子，并结合
#$%&’&算法应用于 0个不同的算例。由数值试验结
果可以看出，无论平衡与否都能收敛，但是平衡与否

对收敛的速度却有很大的影响，通过对收敛曲线的比

较可以看出，大部分情况下明显的平衡比不平衡收敛

的速度要快。另外，实际计算中不平衡也能收敛这一

结论，对实际的工作是非常有意义的，可以减小排序

的难度。因为很多情况下非结构网格的重新编号很

难甚至不可能达到平衡。

第二，对于复杂的区域，网格可以分块生成。通

过重新编号的方法，可以把分块的结构网格统一编号

成为一个整体的非结构网格，对全流场进行统一计

算，降低了处理复杂区域问题的难度。

第三，由两段翼型的例子可以看出，#$%&’&算法
对网格的要求不高，在网格质量不好的情况下，一样

可以收敛，而且明显优于显式算法。所以可以预测隐

式算法在 1%&方程的粘性计算中会取得更好的效果。
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