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基于欧拉方程的二维振荡机翼非定

常气动设计反命题方法
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摘要：建立了基于欧拉方程组的二维振荡机翼非定常气动设计反命题方法的数学模型。通过一系列变换，将物

理时空中的求解域转换成映象坐标系中的规范区域；并导出了映象坐标下的欧拉方程，结合非定常反命题的边界

条件，便可用有限差分方法求解。本方法引入映象坐标系解决反命题边界形状的不确定性，并能利用欧拉方程现

有的各种差分格式于反命题求解。
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O引 言 1映象坐标下的非定常欧拉方程

尽管人们已对包括外流与内流、理想与粘性流体

在内的各种非定常气动正问题进行过大量研究与计

算分析【l，2|，但对非定常气动设计反问题的研究目前

还刚开始。文献[3]首次深入探讨这类问题的适当提

法，建立了二维机翼非定常反问题的变域变分原理；

并且在文献[4]中将之发展为多工况反命题的解法。

这些解法都是以有势流动为基础，求解域定义在物理

时空中，并须借助变域变分方法来处理反问题的不确

定边界。本文用欧拉方程组代替势流方程作为解法

的基础，并把文献[5]中求解定常流反命题的通用解

法推广到(髫，Y，t)三维时空，从而建立一条求解非定

常反问题的新途径。我们先通过一系列坐标变换，将

非定常欧拉方程组转换到时空映象坐标系。在映象

坐标系下，求解域成为一个规范的矩形区域。而位置

随着时间变动、几何形状不确定的机翼经变换后，成

为一段固定的水平直线，这样就避免了未知边界的困

难。采用欧拉方程组摆脱了有势流动的限制，有利于

将方法向含有激波的跨、超声速范围推广；同时，现有

的许多求解欧拉方程十分有效的差分格式可以直接

用于反问题求解，这将有力地促进非定常设计反问题

研究的发展。

1．1基本方程

在物理坐标系(茗，Y，t)中，欧拉方程组为1
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1．2 Y方向的坐标变换

为了克服翼面形状未知的困难，我们将文献[4、

5]建议的贴体坐标系车，7推广到三维空间搴-r／-r中

去，取变换式为：

r=t，拿=茗 (48)

对翼上方区域：
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对翼下方区域：

7：17。+否7_；；：二了[Y(t，茗)一yL](4b)77。17L+否；：砑L L‘’茗，一J L4b’

圈1物理时空图

Fig．1 Physical coordinate8

其中

8y￡，=^￡，一儿(f，并)

艿九=％(t，菇)一^￡

诸符号意义见图2(a)。为方便计，可选YU=^U，YL=

h￡=0，玑=0，叩甲=Ko，加=2Ko，于是(4b)’式变为：

对翼上方域：

'7=‰+丽‰[，，㈠茗)吨㈠圳
对翼下方区域：

叩=志巾㈡
(4b)

故以后的推导，可不分翼上、下方区域而写出统一形

式，但在具体用于上、下方区域时，应以其对应的表达

式代人。

图3显示映象坐标系与物理坐标系的关系。；

为在三维时空中一点的位置矢量，r是它在t—Y面

上的投影矢量；口、卢分别是；在t一菇、t—Y坐标面的

投影与f轴的夹角，而y则是拿’轴的切向与茁7轴的夹

角。

由(4a)、(4b)式可写出：
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以①代表某一变量，则：

筹=箬I。=筹砸dx+筹警=筹+tgy筹面2瓦I。2万砸+万面2万¨7万

固定上边界列5)2h。(定值)

固定下边界虮(5)2^L(定值)

(a)物理平面

(b)映象平面

图2 Y方向的坐标变换

Fig．2 The coordinate transformation in Y direction

P(_x，y'to)

Fig．3 Time一叩日∞coordinates system
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又因

a函d垂I a① a西d茗I a西dv

瓦2面I，2万+瓦面I。+万盖l：

=筹+(嚣一哥嚣)tg口+筹焉
而且，由于取变换式为拿=菇与t无关，使tga=(dx／

at)I，=0，所以：

a① a西 a西

万2万一‘g口万

=筹一筹筹 (8)
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＼o，

将(7)、(8)代人(1)，得到映象坐标(拿，簟，Z．)下的欧拉

方程：

万O U一筹鸶+筹一t％gr a!a17+瓦1巧0 G=0Hn
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1．3考方向的坐标变换

在假设拿=菇的前提下，机翼摆动使前、后缘在

r-车面上的轨迹不是直线，如图4所示。若再做一变

换，令搴=f(e，r)可使前、后缘的轨迹在；一拿面上成

为直线，现设f(拿，r)为：

毒／专L 冬<毒L 、

1+(e一色)／(er一色) ＆<搴<er}(10)

2+(e—er)／(Le—er) 手>Sr J

图4 e-r／-r坐标系

ng．4 e-r／-r coordinates system

式中，前、后缘坐标＆与岛都是时间的函数，k是求

解域在乎方向的总长度。这样，对车、r的导数都要改

成对季、；的导数。

a)上游区：

T

吴：÷三 (11)
a拿一＆a；

¨u

图5}-r／-r坐标系

Fig．5{-7／-；coordinates system

又因为：
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注：参阅图6。

d翻f

沪／／
．| }

图6 S沿时间坐标的变化

Fig．6 The change 0f e along time coordinate

d车I；=气d季I；+季deL=李d彘 (d李；=0)

tg口：乳：季警：孙g也 (13)

拿其实只是个比例数，而

d气=色(r+dr)一＆(r)

b)翼片区：

￡=(李一1)(拿，’一缸)+彘
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委=南丢 ⋯，善蚕裴秀篡喜薯焉鬟罢言票竺塞
三：旦一兰韭f：旦一t一3 于反问题状态，吸力、压力面各有一个。
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C)下游区：
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tg口=薹l；=(3一驯tg口)r (19)

2边界条件

2．1翼面边界条件

设翼片绕0轴以频率甜摆动，在t=0时刻翼面

上一点(戈o，Yo)随时间的坐标变化为：

菇{二：：‘；三ncos(。3艿++0Asin(c∞ot。)，)Y t rosin 0asin(，}c2。，(知，)= (艿+ ∞t))J
⋯⋯

正问题边界条件：

秽n=一using'+vcos：v

2 YoOAOJCOS(tot)sin)'+XOOaoIJcos(tot)cost(21)

反问题边界条件：

沿l一髫。平面上一规定路线给出压力或速度分

布条件：

或P_=：G蹦r(X0)V Xo)) (22)
或 =％()J

”⋯

戈。是指t=0时的龙坐标。图8表示，在一个振荡周

期中(0≤t≤T)，先沿着吸力面从前缘到后缘，再沿

压力面从后缘到前缘规定速度随时问变化的目标曲

线。这样在每一时刻，翼面可能有一个点处于反问题

状态，其Y坐标值是未知的，其余部分都作为正问题

图7振荡机翼

Fig．7 Oscillating airfoil

图8反同题条件

Fig．8 Condition of inverse problem

2．2远场边界条件

采用无反射边界条件：

pv．=—■(K1一KⅡ) ‘(23)

其中Ki与KⅡ分别为沿左行与右行特征线的黎曼不

变量。它们分别由上一时刻无穷远处与边界内侧的

流动参数确定。五为上一时刻的密度值。

3结束语

本文首次利用欧拉方程组在映象坐标系中建立

了非定常二维振荡机翼的反命题的数学模型。它完

全摆脱了势流模型的局限，而且能提高非定常气动设

计反问题的可解性。众所周知，机翼在振荡过程中，

后缘不断有新的涡产生、并脱落进入尾流，形成尾涡

面。尾涡面两侧压力相等，切向速度分量存在间断，

它的位置和形状都随时间改变。这些复杂的因素与

反问题固有的非线性结合在一起给数值求解造成极

大困难。然而，非定常欧拉方程的差分解法有一系列
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非常成功的离散格式，不但可用于跨、超声速计算时

自动捕获激波，而且也可用于搜索跟踪尾涡面。以

前，人们曾将欧拉方程组的正问题解法与定常反问题

求解相结合构成试凑法[6]，取得很好效果。现在把欧

拉方程的离散格式引入非定常反问题的求解，预期可

以减少其求解的难度，提高这类问题的可解性。
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An approach of inverse problem for unsteady aerodynamic design of

2-D oscillating airfoil based on Euler equations

YAO Zhen91，YANG Ai．1in91，LIU Gao-lian2

(1．‰蚵矿SJl咄i加Science and Technolosy，s^州200093，Ch／aa；2．霸喇‰妙，册喇200072，Ch／na)
Abstract：A mathematical model for the inverse problem of unsteady aerodynamic design of 2-D oscillating airfoil

based OH Euler equations is proposed．The physical solution domain is transferred into a normalized domain in the image CO—

oIdinates system through a series of transformation，SO that the difl3culties caused by the unknown geometry of airfoil can be

avoided．The Euler equations呲transformed into the image space，which，combined with the boundary conditions of the

inverse unsteady problem，can be solved using the various FEM schemes now available．

Key words：inveme pmblem；unsteady flow；Euler equations；oscillating airfoil
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nozzle is studied by using V．N Uskov’S method，i．e．differential dynamics compatibility condition，in which the calculat—

ing method of some parameters distribution behind shock wave along SW is given．By using this method，some results ob—

tained钔．e similar to the results of experiments．Meanwhile the positions of Mach disc are calculated for over-expansion jet．

If triple configurations of stationary shocks are formed．the distributions of parameters relating to this structure ale calculated

and showed in the figuration．7nlis method is able to be used to guide the parameters design for some gas dynamic equip—

ments．

Key words：shock wave；conical Laval nozzle；parameter control
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