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文章编号：０２５８１８２５（２０１３）０４０４１３０８

弹性飞行器飞行动力学建模研究

郭　东，徐　敏，陈士橹
（西北工业大学航天学院，陕西 西安　７１００７２）

摘　要：随着飞行器结构模态频率与刚性模态频率愈加接近，弹性效应对弹性飞行器飞行动力学特性的影响变得

愈加明显，特别是操稳特性将变得更加的复杂和严峻，已经不能用“刚性飞行器”的分析方法进行研究，因此迫切需

要为弹性飞行器建立能够包含多学科耦合的飞行动力学模型。本文对弹性飞行器飞行动力学建模的相关研究进

行了总结与发展：首先简要阐述了建立多学科耦合弹性飞行器飞行动力学模型的必要性；然后对传统的弹性飞行

器飞行动力学模型进行了研究，分析总结了这些方法的优缺点；最后在此基础上提出了一种新的体轴系（瞬态坐标

系），并利用拉格朗日方程和有限元思想推导了该坐标系下的动力学模型，该模型克服了传统模型的缺点，并准确

自然地耦合了结构动力学、飞行动力学、空气动力学与控制等学科，较现有的模型而言，该模型能更充分更全面的

描述弹性飞行器飞行过程中流场、结构、控制和飞行力学之间的交叉耦合特性。本文的研究成果可为弹性飞行器

的动态特性分析提供必要的理论基础。
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０　引　言

　　 数学模型是计算飞行力学 （Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

ＦｌｉｇｈｔＭｅｃｈａｎｉｃｓ）的基础，而建立飞行器的“飞行动

力学模型”则是飞行器系统所有建模问题的核心，是

飞行力学工作者的首要任务［１２］。

　　传统的弹性飞行器动态特性分析是在两门独立

的学科下进行的：飞行力学和气动弹性力学。飞行力

学主要是将飞行器视为准刚性体，在一定的假设条件

下，运动方程可以是由１２个或者更少的常微分方程

来描述。通常采用将这些方程在平衡条件下进行线

性化，通过线化后的方程得到其指数解，从而可以利

用特征根问题来分析飞行器的飞行稳定性。另一方

面，气动弹性力学研究的对象是刚性运动受限的弹性

飞行器，是空气动力学、结构动力学耦合产生的交叉

学科。气动弹性力学研究的侧重点是：弹性结构在非

定常气动力作用下的应力、应变和位移变化规律，例

如操纵面反效、扭转发散、抖振及颤振等气动弹性问

题，这类气动弹性问题严重影响飞行器飞行品质和飞

行包线［３５］。

　　然而大量的研究表明：机翼的结构变形会改变机

翼的质量分布和气动载荷分布，这将导致机翼甚至整

个飞行器的气动弹性和飞行动力学特性发生变化，而

这些效应只有通过非线性和多学科综合分析才能得

到，因此基于线性分析方法得到的结果并不一定可

靠，即在气动弹性研究中忽略全机的刚体运动，所得

到的结果是非常不准确的［６１５］。

　　例如，２００３年６月２６日，ＮＡＳＡ的“太阳神”无

人机 ＨＰ０３２正是因为弹性效应而遭遇了巨大的灾

难（图１～图４）。ＮＡＳＡ调查后指出，这次事故的根

本原因在于缺乏对大柔性可变形飞行器进行先进的

多学科时域分析的方法。这次灾难表明我们对弹性

飞行器的设计还了解太少，也缺乏相应的分析工具，

并提出发展一套将结构动力学、空气动力学和现代控

制理论等学科统一起来的耦合模型，以通过时域仿真

来描述飞行器的非线性动力学特性［１６１７］。

　　因此，将飞行力学、空气动力学、结构动力学、气

动弹性力学和现代控制理论统一起来研究弹性飞行

器的非线性动态特性是非常必要的，这对飞行器动稳

定性的分析、颤振边界的预测、飞行包线的确定以及
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图１　犎犘０３２起飞

犉犻犵．１　犎犘０３２狅狀狋犪犽犲狅犳犳

图２　犎犘０３２爬升

犉犻犵．２　犎犘０３２犱狌狉犻狀犵犮犾犻犿犫

图３　犎犘０３２严重变形

犉犻犵．３　犎犘０３２犪狋犺犻犵犺狑犻狀犵犱犻犺犲犱狉犪犾

图４　犎犘０３２坠毁于大海

犉犻犵．４　犉犪犾犾犻狀犵狋狅狋犺犲犘犪犮犻犳犻犮

控制系统的设计具有重要指导意义。然而，研究弹性

飞行器在空间的运动，计算或模拟其运动轨迹及分析

其动态特性，首先需要建立其数学模型。该模型不仅

要能够描述飞行器在体轴系中的大幅机动，而且还必

须能同时描述结构的小变形运动，这就要求模型中能

够同时给出飞行器的刚性自由度和弹性自由度，并能

充分的反映出它们之间的耦合效应。

１　传统的弹性飞行器飞行动力学模型

　　建立作用力与物体运动状态变化之间的关系，通

常采用牛顿力学或者分析力学理论。而分析力学中

的虚位移原理和达朗贝尔原理，特别是由此推出的拉

格朗日方程，可以消去所有理想约束的约束反力，还

给出了任意多个自由度系统的全部微分方程，因此特

别适合于求解非自由质点系的动力学问题，目前绝大

多数的弹性飞行器飞行动力学模型都是基于该理论

推导得到的［１８２２］。

　　相对于刚性运动而言，飞行器的弹性变形是小

量，通常选择在体轴系中描述这些量。而体轴系的选

取方法将直接影响所建立数学模型的繁简程度和对

所研究对象描述的准确程度。目前，常用的体轴系主

要有平均轴系和准坐标系。

１．１　平均轴系（犕犲犪狀犃狓犲狊）

　　 平均轴系又称为蒂塞朗坐标系 （Ｔｉｓｓｅｒａｎｄ

Ｆｒａｍｅ），它需要满足飞行器相对于体轴系的线动量

和角动量始终为０，从而使总角动量和总动能得以简

化［２３２６］。前者可以通过定义坐标系的原点始终位于

飞行器的质心来满足，而要使系统的内部角动量为

０，则需要满足：

　　∫犇
ρ×ρ

°
犱犿 ＝０ （１）

式中，ρ是集中质量单元相对于质心的位移；ρ
°是ρ在

体轴系中相对于时间的导数；犱ｍ是集中质量单元的

质量。

　　由于弹性变形是随时间变化的，则该坐标系相对

于未变形飞行器总是运动的。当不考虑弹性变形对

飞行器惯性张量的影响时，刚性运动与弹性运动之间

是解耦的。犅狌狋狋狉犻犾犾
［２６］和犠犪狊狕犪犽

［２１］各自在平均轴系

假设下利用拉格朗日方程推导了弹性飞行器飞行动

力学模型，分别如表１和表２所示。

　　从这些表中可以看出平均轴系的使用确实降低

了刚性与弹性自由度之间的惯性耦合。犠犪狊狕犪犽模型

与传统的刚体动力学模型在形式上是相似的，且弹性

自由度和刚性自由度之间不存在任何的耦合（所有的

耦合都是通过气动载荷来实现的）。犅狌狋狋狉犻犾犾模型在形

式上更复杂，相对于 犠犪狊狕犪犽 模型而言，平动方程

是相同的，而转动方程和弹性运动方程中都存在额外
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表１　犅狌狋狋狉犻犾犾建立的弹性飞行器飞行动力学模型

犜犪犫犾犲１　犅狌狋狋狉犻犾犾’狊犲犾犪狊狋犻犮犪犻狉犮狉犪犳狋犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅犳犿狅狋犻狅狀

　犿犞
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２
［Δ２犑］犼犽η犼η犽

表２　犠犪狊狕犪犽建立的弹性飞行器飞行动力学模型

犜犪犫犾犲２　犠犪狊狕犪犽’狊犲犾犪狊狋犻犮犪犻狉犮狉犪犳狋犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅犳犿狅狋犻狅狀
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的项。在转动方程中，这些附加项是由于飞行器结构

发生变形使得质量分布发生了变化，从而改变了飞行

器的惯性张量。另外，还包含了结构变形的位移量与

速度量之间叉积不为０所引起的项。弹性变形运动

方程中的附加项与体轴系的角加速度、科里奥利加速

度和离心载荷有关［２７］。当假设弹性变形位移及其速

率都是小量或者它们的关系是线性的，从而它们之间

的叉积可以忽略并且认为惯性张量是常量，则可以消

除上面提到的这些附加项，此时Ｂｕｔｔｒｉｌｌ模型简化为

Ｗａｓｚａｋ模型。由于 Ｗａｓｚａｋ模型相对简单，所以得

到了大多数研究者的青睐［２８３３］。

１．２　准坐标系（犙狌犪狊犻犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊）

　　准坐标系是一种当地固连坐标系，它的坐标原点

始终位于未变形飞行器的质心，通过它可以方便的得

到坐标系原点的平动和绕坐标轴的转动，分别将其视

为飞行器的刚性平动和转动，并将相对于坐标系的任

何运动都视为是弹性变形。

　　针对具有弹性附件的航天器，Ｍｅｉｒｏｖｉｔｃｈ和Ｎｅｌ

ｓｏｎ首次推导了耦合刚性旋转和弹性变形的混合微

分方程［３４］。弹性变形是相对于一系列固定在未变形

航天器上的体轴系中给出，旋转运动是在准坐标系中

给出。准坐标系的原点始终与未变形飞行器的质心

重合，且各轴的指向始终不变，它是一种固定在未变

形飞行器上的坐标系。在文献［３５］中 Ｍｅｉｒｏｖｉｔｃｈ将

上述方法拓展到了完全弹性的物体上，如表３所示。

表３　犕犲犻狉狅狏犻狋犮犺在准坐标系下建立的弹性

飞行器飞行动力学模型

犜犪犫犾犲３　犕犲犻狉狅狏犻狋犮犺’狊犲犾犪狊狋犻犮犪犻狉犮狉犪犳狋犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅犳犿狅狋犻狅狀
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·
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犞

θ
＋犕

ρ犞
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Ｔω
·
＋ρ狏

·
＝－ρ

珟犞Ｔω－ρω
～２（狉＋狌）－２ρ狏

～Ｔω－犔狌＋犝^

　　Ｍｅｉｒｏｖｉｔｃｈ还根据分支模态法，分别对飞行器的

不同部分（机身、机翼、尾翼等）进行有限元分析，建立

了弹性飞行器的运动方程组，并采用小扰动法将所得

的运动方程组进行了线性化，从而得到了一套专门用

于分析弹性飞行器动态特性的理论［３６３７］。

１．３　传统模型的比较与分析

　　虽然使用平均轴系确实能让运动方程得到大大

的简化，然而要得到这样的简化需要付出很大的代

价，因为定义坐标轴的限制条件很难满足，从而不能

确定出变形后惯性张量的大小。因此，很多研究者在

使用平均轴系时，并没有试图去满足这些限制条件，

只是假定弹性变形为小量，惯性张量不随时间变化，

然而在真实情况却不是这样的。另外，对弹性飞行器

而言，即使这些限制条件得到了满足，运动方程之间

也并不是完全解耦的，因为运动方程之间还通过气动

载荷存在耦合。如果要坚持使用平均轴系，气动载荷

也必须在相同的平均轴系下给出，这同样是一个相当

繁琐的工作。既不满足限制条件也没有将气动载荷

转换到平均轴系中，是现在研究弹性飞行器使用平均

轴系通常的做法，由此得到的结果是很值得怀疑

的［３８］。

　　与平均轴系不同的是，准坐标系原点和指向在惯

性空间中是始终确定的，不随飞行器的结构变形而变

化，能够较好的描述刚性自由度与弹性自由度之间的

交叉耦合。然而，也正是由于该坐标系的坐标系原点

和指向始终不随飞行器质心的变化而变化，这使得该

坐标系下的刚性自由度是坐标原点的平动速度和绕

坐标原点的转动速度，并不是弹性飞行器真实的质心

平动速度和绕质心转动的速度，我们称之为“准速度”

和“准角速度”。另外，由于质心的变化，实际的重力

也会由于质心不与坐标原点重合而产生力矩，这在实

际使用中并没有考虑。
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　　通过上面的分析可以看出，这两种方法都不能完

整的从本质上描述弹性飞行器飞行过程中刚性自由

度与弹性自由度之间的耦合效应，下面就这两种坐标

系，用表格的形式直观的列出其优缺点，如表４所示。

表４　两种不同坐标系下模型的优缺点比较

犜犪犫犾犲４　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犲狇狌犪狋犻狅狀狊犻狀狋犲狉犿狊狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犫狅犱狔狉犲犳犲狉犲狀犮犲犳狉犪犿犲狊

坐标系 优点 缺点

平均轴系

１．刚性自由度、弹性自由度之间的

耦合关系少；

２．方程简单，计算方便；

１．坐标轴的具体指向和各个质点在平均轴系中的瞬时坐标难以明确；

２．未考虑质量分布发生变化对惯性张量的影响；

３．气动载荷和运动自由度在两个不同的坐标系中给出，并没有做任何的坐标转换；

４．不能从本质上反映结构弹性对飞行器刚性自由度的影响；

准坐标系

１．坐标轴原点和指向始终确定；

２．较充分的考虑了刚性自由度与

弹性自由度之间的交叉耦合特性；

１．坐标原点与飞行器质心不总是重合，所得到的刚性平动速度和角速度是

“准速度”和“准角速度”，不是飞行器质心真实的平动速度和绕质心转动的速度；

２．未考虑气动力、推力以及重力由于实际质心偏离坐标原点所造成的附加力矩；

２　一种新的弹性飞行器飞行动力学模型

　　上一节分析了平均轴系和准坐标系的优缺点，本

文结合该两种坐标系的优点，提出一个新的体轴系

狅犫狓犫狔犫狕犫，在此称之为瞬态坐标系。为了与我国通常

使用的坐标系一致，该坐标系的定义如下：坐标原点

狅犫 始终位于弹性飞行器的质心上，坐标轴指向始终

固定，狅犫狓犫 轴与飞行器的纵轴重合，指向头部为正；

狅犫狔犫 在飞行器纵向对称平面内，垂直于狅犫狓犫 轴，向上

为正；狅犫狕犫 轴垂直于狓犫狅犫狔犫 平面，方向按右手定则确

定。与准坐标系相比，该坐标系的坐标轴指向也是始

终固定的，不同的是坐标原点的定义与平均轴系相

同，始终和飞行器的质心重合，这使得该坐标系同时

具备了上述两种坐标系的优点，不仅可以充分的考虑

结构弹性变形对质心位置的影响，还能较容易的在同

一个坐标系下描述出不同的物理量，也克服准坐标系

下的“准速度”问题，从而可以更充分的考虑刚性自由

度与弹性自由度之间的耦合特性，更好的体现空气动

力学、结构动力学与弹性飞行器飞行动力学之间的相

互影响，为弹性飞行器设计、理论分析、数值计算和数

值仿真或半物理仿真等研究提供必要的理论基础。

２．１　采用的假设

　　（１）采用平面地球假设，不考虑地球的曲率和自

转，以及重力加速度的变化。

　　（２）利用有限元思想，将飞行器用一系列质量不

变的集中质点来描述；

　　（３）结构变形可由一系列正交模态叠加来描述；

２．２　坐标系的定义

　　为了与我国通常使用的坐标系一致，定义如下坐

标系（如图５所示）：

　　（１）地面坐标系犗犡犢犣。该坐标系与地球固联，

原点犗通常取飞行器质心在地面（水平面）上的投影

点，犗犡轴在水平面内，指向目标（或目标在地面上的

投影）为正，犗犢轴与地面垂直，向上为正，犗犣轴按右

手定则确定，并假定该坐标系为惯性坐标系。

图５　坐标系示意图

犉犻犵．５　犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊犱犲犳犻狀犻狋犻狅狀

　　（２）准坐标系狅０狓０狔０狕０。原点狅０ 取在飞行器未

变形时的质心上，狅０狓０ 轴与飞行器未变形时纵轴重

合，指向头部为正，狅０狔０ 轴在飞行器未变形时的纵向

对称平面内，垂直于狅０狓０ 轴，狅０狕０ 轴垂直于狓０狅０狔０

平面，方向按右手定则确定。

　　（３）当地坐标系狅犻狓犻狔犻狕犻。原点位于飞行器的集

中质点犿犻（犻＝１，２，…，犖）上，坐标轴指向分别与准坐

标系的相对应。

２．３　拉格朗日方程

　　拉格朗日方程是由达朗伯原理和虚位移原理相

结合，在广义坐标系中给出的动力学普遍方程，在动

坐标系中可以表示为［３５］：

　　
ｄ

ｄ狋
犔

（ ）犞 ＋ω×
犔

（ ）犞 －犜犲犫
犔

犚
＝犉 （２）

　　
ｄ

ｄ狋
犔

（ ）ω ＋犞×
犔

（ ）犞 ＋ω×
犔

（ ）ω － 犜Ｔ（ ）犱
－１犔

Θ
＝犕

（３）

　　
ｄ

ｄ狋

犔

η
·（ ）
犼

－
犔

η（ ）犼 ＋
犇

η
·（ ）
犼

＝犙犼 （４）
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式中各个变量的定义与文献［３５］中相同。

２．４　模型的建立

　　假设每个集中质点都位于结构的有限元节点处，

通常，每个节点都有六个自由度（三个平动自由度和

三个转动自由度）。假定集中质点犿犻 在准坐标系

狅０狓０狔０狕０ 的位置矢量为狉犻０，弹性变形在当地坐标系

狅犻狓犻狔犻狕犻中的平动自由度为犱犻，转动自由度为θ犻，为了

简化推导过程，本文只考虑了弹性变形的平动自由度，

Δ犆是飞行器质心狅犫在准坐标系狅０狓０狔０狕０ 的变化量：

　　Δ犆＝
∑
犖

犻＝１

犿犻（狉犻０＋犱犻）

∑
犖

犻＝１

犿犻

－
∑
犖

犻＝１

犿犻狉犻（ ）０

∑
犖

犻＝１

犿犻

＝
∑
犖

犻＝１

犿犻犱（ ）犻

犿
（５）

　　定义狉犻 是犿犻 在瞬态坐标系狅犫狓犫狔犫狕犫 中的位置

矢量狉犻＝狉犻０－Δ犆（如图６所示），从而犿犻在地面坐标

系中的位置矢量可表示为：

　　犚犻 ＝犚＋狉犻＋犱犻 （６）

图６　变形前后集中质点在惯性空间的位置

犉犻犵．６　犘狅狊犻狋犻狅狀狅犳狋犺犲犿犪狊狊犲犾犲犿犲狀狋

　　犿犻在地面坐标系中的速度矢量为：

　　犞犻 ＝犚
·

犻 ＝犚
·

＋ω×（狉犻＋犱犻）＋犱
°

犻＋狉
°

犻

＝犞＋ω×（狉犻＋犱犻）＋犱
°

犻－Δ犆
°

（７）

则飞行器的动能为：

　　犜＝
１

２∑
犖

犻＝１

（犿犻犞犻·犞犻）

＝
１

２
犿犞·犞＋犞·［ω×∑

犖

犻＝１

犿犻（狉犻＋犱犻）］＋

犞·∑
犖

犻＝１

犿犻犱
°

（ ）犻 －犿犞·Δ犆
°

＋
１

２
ω
Ｔ［犑］ω＋

∑
犖

犻＝１

犿犻犱
°

犻·［ω×（狉犻＋犱犻）］－

Δ犆
°
· ω×∑

犖

犻＝１

犿犻（狉犻＋犱犻［ ］）＋

１

２∑
犖

犻＝１

犿犻 犱
°

犻·犱
°

（ ）犻 －Δ犆
°·∑

犖

犻＝１

犿犻犱
°

犻＋

１

２
犿Δ犆

°
·Δ犆

°
（８）

式中［犑］＝∑
犖

犻＝１
犿犻［（狉犻＋犱犻）·（狉犻＋犱犻）［犐］－（狉犻＋犱犻）（狉犻

＋犱犻）
Ｔ］为飞行器的瞬时转动惯量。

　　弹性变形的位移等于振型与广义位移的乘积，即：

　　犱犻 ＝∑
狀

犼＝１

Φ犻犼η（ ）犼

式中Φ犻犼是集中质点犿犻 的第犼阶振型。弹性变形的

速度为：犱
°

犻＝∑
狀

犼＝１
Φ犻犼η

·

（ ）犼 。

　　将弹性变形的位移和速度表达式代入式（８）可将

总动能改写为：

　　犜＝
１

２
犿犞·犞＋

１

２
ω
Ｔ［犑］ω＋

１

２∑
狀

犼＝１

犕犼犼η
·
２
犼－

１

２犿∑
狀

犼＝１
∑
狀

犽＝１

犛犼·犛（ ）犽η
·

犼η
·

犽＋

ω·∑
狀

犼＝１

狋犼η
·

（ ）犼 ＋ω·∑
狀

犼＝１
∑
狀

犽＝１

犺犼犽η犼η
·

（ ）犽 （９）

式中：狋犼＝∑
犖

犻＝１
犿犻狉犻×Φ犻（ ）犼 ，犺犼犽＝∑

犖

犻＝１
犿犻Φ犻犼×Φ（ ）犻犽 ，犕犼犽＝

∑
犖

犻＝１
犿犻Φ犻犼·Φ（ ）犻犽 ，犛犼＝∑

犖

犻＝１
犿犻Φ犻（ ）犼 。

　　势能犈主要考虑重力势能和弹性势能，可以表

示为：

　　犈＝犈ｇ＋犈ｅｌａ

＝－∑
犖

犻＝１

犿犻（犵犲·狉犻）＋
１

２∑
狀

犼＝１

（犕犼犼ω
２
犼η
２
犼）

＝－犿犵犲·犚＋
１

２∑
狀

犼＝１

（犕犼犼ω
２
犼η
２
犼） （１０）

式中，犵犲是在地面坐标系中的重力加速度矢量，ω犼 是

第犼阶振型对应的无阻尼固有频率。

　　雷诺耗散函数可以表示为：

　　犇＝∑
狀

犼＝１
μ犼ω犼犕犼犼η

·
２

（ ）犼 （１１）

式中μ犼第犼阶模态的临界阻尼系数。

　　将式（９）、（１０）、（１１）代入式（２）、（３）、（４），可以分

别得到飞行器质心平动运动的动力学方程、质心转动

动力学方程和结构变形的动力学方程，如表５所示。

　　从表５中可以发现，该模型中飞行器的平动动力

学方程与刚性飞行器平动动力学方程在形式上是相

同的，与弹性变形自由度是解耦的。绕质心转动的转

动自由度与弹性平动自由度存在较复杂的耦合，在引

入平均轴定义的情况下，该模型可以变为平均轴系下
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的飞行动力学模型。由于瞬态坐标系的原点位于飞

行器的瞬时质心上，而且坐标轴的指向是固定的，这

综合了平均轴系和准坐标系的优点，所以在瞬态坐标

系中得到的飞行动力学模型也包含了平均轴系下模

型自由度之间的耦合少、方程简单和准坐标系下模型

能较充分的体现结构动力学与飞行动力学之间耦合

特性的特点，该模型比平均轴系下得到的模型复杂，

但是比准坐标系下得到的模型简单。另外，包括气动

载荷在内的所有外力都可以在同一个坐标系中给出，

而且本文推导得到的模型还克服了准坐标系的“准速

度”和“准角速度”不足，也解决了准坐标系中由于质

心偏离坐标原点而可能带来的问题。

表５　瞬态坐标系下弹性飞行器飞行动力学模型

犜犪犫犾犲５　犈犾犪狊狋犻犮犪犻狉犮狉犪犳狋犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅犳犿狅狋犻狅狀犻狀狋犲狉犿狊狅犳犻狀狊狋犪狀狋犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊
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·
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狀

犼＝１
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犛犼·犛犽η
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°·（狋犼－∑
狀

犽＝１

犺犼犽η犽）－
１

２
ωＴ［犑

－

］ω

－２ω·∑
狀

犽＝１

犺犼犽η
·

（ ）犽 ＋犕犼犼ω
２
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３　总结与展望

　　本文首先阐述了建立弹性飞行器飞行动力学模

型的必要性，进而简要介绍了动力学建模理论和体轴

系的选择，然后对传统的弹性飞行器飞行动力学模型

进行了研究，分析总结了这些方法的优缺点，并在此基

础上提出了一种新的体轴系（瞬态坐标系），然后利用

拉格朗日方程结合有限元思想，推导了该坐标系下的

弹性飞行器飞行动力学模型，该模型具有如下特点：

　　（１）同时兼有平均轴系模型简单、耦合关系少的

优点和准坐标系模型能够较好的体现各自由度之间

的耦合特性且各项外力都可以方便的在同一个坐标

系中给出的优点，还克服了平均轴系方法中限制条件

难以满足和准坐标系方法的“准速度”和“准角速度”

等不足。

　　（２）自然地综合了飞行动力学、空气动力学以及

结构动力学等学科，充分考虑了刚性自由度与弹性自

由度之间的交叉耦合特性，能够更好的体现空气动力

学、结构动力学与弹性飞行器飞行动力学之间的相互

影响，可以为弹性飞行器设计、理论分析、数值计算和

数值仿真或半物理仿真等研究提供必要的理论基础。

　　（３）在引入平均轴假设下，该模型可以转变为平

均轴系下推导得到的动力学模型。如果忽略由于弹

性变形引起的质心变化，该模型可以简化为准坐标系

下得到的动力学模型。

　　当然，不能笼统的说，数学模型越精确越好，一切

取决于研究的目的和所处的阶段。另外，数学模型建

立以后，其正确与否还不能马上做出结论，还需要进

行模型的校验、验证和确认（ＶＶ＆Ａ）。
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