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摘　要：为开展ＲＡＮＳ／ＬＥＳ混合模拟，在传统三阶迎风偏置格式的基础上，提出一类混合型的三阶计算格式，格式

在中高波数范围具有可调的耗散水平。在此基础上，文中通过计算比较研究两种ＲＡＮＳ／ＬＥＳ混合算法：一种是基

于ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ一方程模型的ＤＥＳ模型（ＤＥＳＳＡ），另一种是基于混合长度模型的ＤＥＳ模型（ＤＥＳＭＬ），使用

发展的三阶格式对圆柱绕流进行模拟，并将得到的结果与文献比较，对计算格式、ＤＥＳＭＬ算法进行了初步探讨。
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０　引　言

　　一直以来，湍流研究都受到科技工作者的广泛关

注。目前湍流研究的数值手段主要有：雷诺平均方法

（ＲＡＮＳ），大涡模拟（ＬＥＳ），直接数值模拟（ＤＮＳ）。

ＲＡＮＳ方法的优点是能够用较小的计算量得到较为

准确的平均流场，但是ＲＡＮＳ方法难以准确模拟大

范围分离等复杂流动现象，也不能提供流场脉动量等

信息。而想要实现对湍流信息比较全面的把握，ＤＮＳ

是最直接的手段，但ＤＮＳ需要消耗大量的计算机资

源，因而对于实际问题往往难以处理。ＬＥＳ也是目

前研究得比较多的一种湍流模拟方法，它能够以较

ＤＮＳ小的计算量获得比较丰富的湍流信息，但在靠

近壁面处ＬＥＳ需要的网格数为犚犲１．８量级
［１］，和ＤＮＳ

的计算量相当，目前的计算能力仍难以承受。因此，

在实际的应用中，如果将研究的重点放在远离壁面的

大尺度流动区域，这时采用ＬＥＳ／ＲＡＮＳ混合方法是

比较合适的。

　　ＤＥＳ是Ｓｐａｌａｒｔ
［２］在１９９７年提出的一种基于

ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ一方程模型的ＬＥＳ／ＲＡＮＳ混合方

法。简单地讲，这种模型是在自由流区域采用ＬＥＳ

方法而在壁面附近采用ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ一方程模

型。这种方法在对许多实际问题的计算上都取得了

较好的结果，应用比较广泛。目前，国内外许多学者

都提出了各自的 ＤＥＳ模型，其中应用较广泛的有

Ｍｅｎｔｅｒ
［３］的ＤＥＳＳＳＴ方法，以及Ｂａｔｔｅｎ的ＬＮＳ

［４］等。

　　为了给出较为准确的计算结果，选择恰当的计算

差分格式十分重要。对于低速问题，由于没有激波等

间断结构，可以采用带迎风特性的、具有一定耗散水

平的线性格式。这其中常用的是三阶和五阶迎风偏

置格式［５］。对于ＬＥＳ或ＤＥＳ尺度的数值模拟，可以

近似描述为对于能够分辨的流动结构由计算给出，对

于其他更小的结构则通过数值耗散抑制其增长。因

此，研究格式的耗散特性并使格式在中高波数段具有

合适的耗散水平是十分必要的。

　　本文在第一节，首先给出计算格式和 ＲＡＮＳ／

ＬＥＳ混合算法：计算格式方面给出了混合型三阶格

式的构造过程和特性分析；ＲＡＮＳ／ＬＥＳ混合算法给

出了ＤＥＳＳＡ和ＤＥＳＭＬ方法描述；在第二节给出

数值方法的典型低速算例；最后在第三节给出结论。

１　数值方法

１．１　控制方程

　　为了更加有效地求解非定常的不可压缩ＮＳ方

程，我们引入了虚拟压缩法，具体方程为：

　　
狆
τ
＋β
狌犼
狓犼

＝０

　　
狌犻

τ
＋
狌犻狌犼
狓犼

＝－
狆
狓犻
＋υ


２狌犻

狓犼狓犼
－
狌犻

狋
（１）



书书书

对上面的不可压缩 ＮＳ方程进行滤波处理，得到滤

波后的ＮＳ方程如下：

　　

珟狆
τ
＋β

２
珘狌犼
狓犼

＝０

珘狌犻

τ
＋
珘狌犻珘狌犼
狓犼

＝－
珟狆
狓犻
＋υ


２
珘狌犻

狓犼狓犼
－
珘狌犻

狋
－
τ

ｓｇｓ
犻犼

狓犼

（２）

其中τ
ｓｇｓ
犻犼 ＝狌犻狌槇犼－狌槇犻狌槇犼称为亚格子应力，通常采用亚

格子应力模型进行封闭求解。

１．２　数值格式

　　在ＤＥＳ计算中，常用的数值格式有高阶迎风偏

置格式，各类中心差分格式，以及 ＷＥＮＯ 格式等。

下面对五阶迎风偏置格式，三阶迎风偏置格式，二阶

中心差分格式，四阶中心差分格式，六阶中心差分格

式进行修正波数分析。

　　修正波数（ＭｏｄｉｆｉｅｄＷａｖｅＮｕｍｂｅｒ）的概念在差

分格式误差傅里叶分析方法中被广泛采用［６］，它刻画

了波数空间中差分格式求得的近似导数与真实物理

导数之间的相近程度。如果用犉犜｛犳（狓）｝＝犳^（犽）表

示犳（狓）的傅里叶变换，则犳（狓）的一阶物理导数的傅

里叶变换为：犳^
′（狓）＝犻犽犳^（犽），对于一般的差分格式：

　　 ∑

犕狉

犿＝－犕犾

犪犿犳
′
犳犱（狓＋犿Δ）＝ ∑

犔狉

犾＝－犔犾

犫犾犳（狓＋犾Δ）／Δ （３）

两端进行傅里叶变换，并考虑到犉犜｛犳（狓＋犪）｝＝

ｅ犻犽犪犳^（犽），可将式（３）化作：犳^
′
犳犱（狓）＝犻犽


犳^（犽），其中犽

称为修正波数。将以上的分析方法用到几种常用的

格式上，并对其修正波数进行分析。关于二阶中心差

分格式，四阶中心差分，以及六阶中心差分格式的具

体形式，这里不再重复。而现在采用的三阶迎风偏置

和五阶迎风偏置格式具体形式为：

　　三阶迎风偏置格式：

　　
犳
狓
＝
３犳犻－６犳犻－１＋２犳犻＋１＋犳犻－２

６Δ狓
（４）

　　五阶迎风偏置格式：

　　
犳
狓
＝

　
－２犳犻－３＋１５犳犻－２－６０犳犻－１＋２０犳犻＋３０犳犻＋１－３犳犻＋２

６０Δ狓

（５）

　　通过傅里叶分析，求得以上格式的修正波数。当

格式为中心差分格式时，修正波数只有实数部分，而

迎风格式的修正波数包含实部和虚部，得到的修正波

数如图１、图２所示。

图１　常用格式修正波数实部

犉犻犵．１　犜犺犲狉犲犪犾狆犪狉狋狅犳狋犺犲犿狅犱犻犳犻犲犱狑犪狏犲

狀狌犿犫犲狉狅犳犮狅犿犿狅狀犾狔狌狊犲犱狊犮犺犲犿犲狊

图２　常用格式修正波数虚部

犉犻犵．２　犜犺犲犻犿犪犵犻狀犪狉狔狆犪狉狋狅犳狋犺犲犿狅犱犻犳犻犲犱狑犪狏犲

狀狌犿犫犲狉狅犳犮狅犿犿狅狀犾狔狌狊犲犱狊犮犺犲犿犲狊

　　从图中可以看出，无论是三阶格式还是五阶格式

耗散都较高，因此对于许多低速问题，两种格式都表

现出了足够的稳定性，但另一方面，对于有些问题，格

式的耗散偏高。我们通过采用加权的形式，改造现有

的三阶迎风偏置格式，使得改造后的格式模板与三阶

迎风偏置格式相同，同时降低了格式的π耗散，提高

了格式对中高波数结构的捕捉能力。为了能够尽量

减小耗散，应使加权后的格式趋近于中心格式，选取

的三阶格式如下：

格式１：

　　犈
（０）
犻＋１／２ ＝

２

６
犈犻＋

５

６
犈犻＋１－

１

６
犈犻＋２ （６）

格式２：

　　犈
（１）
犻＋１／２ ＝－

１

６
犈犻－１＋

５

６
犈犻＋

２

６
犈犻＋１ （７）

加权后的形式为：

　　犈
Ｈｙｂ
犻＋１／２ ＝－

１

６
（１－α）犈犻－１＋（

５

６
－
１

２
α）犈犻＋

（２
６
＋
１

２
α）犈犻＋１－

１

６
α犈犻＋２ （８）

上式中，当α＝０．５时，格式为四阶精度，其他情况格

式精度为三阶。对于上面得到的混合格式，采用修正
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波数进行分析，并与常用格式比较，如图３、图４所示。

图３　混合格式修正波数实部

犉犻犵．３　犜犺犲狉犲犪犾狆犪狉狋狅犳狋犺犲犿狅犱犻犳犻犲犱狑犪狏犲

狀狌犿犫犲狉狅犳狋犺犲犺狔犫狉犻犱狊犮犺犲犿犲狊

图４　混合格式修正波数虚部

犉犻犵．４　犜犺犲犻犿犪犵犻狀犪狉狔狆犪狉狋狅犳狋犺犲犿狅犱犻犳犻犲犱狑犪狏犲

狀狌犿犫犲狉狅犳狋犺犲犺狔犫狉犻犱狊犮犺犲犿犲狊

　　从图３可以看出，混合格式修正波数的实部也就

是格式的色散部分和四阶中心差分的色散部分一致，

而虚数部分也就是格式的耗散部分随着权值的变大，

耗散逐渐减小，并趋近于０。因此通过加权形式来改

造原来的三阶格式减小耗散的方式是可行的。权值

的取法有许多种方式，这里列出两种方案：

ｓｃｈｅｍｅＩ：

　　混合格式的耗散在π处与五阶迎风偏置格式格

式相同，由此确定的权值为：α＝０．１；

ｓｃｈｅｍｅＩＩ：

　　混合格式的耗散在与五阶迎风偏置格式的耗散

在交点前后的最大相对值大小相同，由此确定的权值

为：α＝０．１４。

　　因为要求耗散比五阶偏置迎风格式低，而α＝

０．５时为四阶中心差分格式，所以按照上面的分析，α

的取值范围应该是［０．１，０．５］或［０．１４，０．５］。

１．３　犛狆犪犾犪狉狋的犇犈犛模型
［２］（犇犈犛犛犃）

　　ＤＥＳＳＡ是基于ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ一方程模型
［７］

提出来的。首先给出不可压缩形式ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ

一方程模型，设涡粘系数ν狋＝珓ν犳狏１，其输运方程为：

　　
犇珓υ
犇狋
＝犮犫１珟犛珓υ＋

１

σ
｛
!

［（υ＋珓υ）!珓υ］＋犮犫２（!珓υ）
２｝－

（犮狑１犳狑）（
珓υ
犱
）
２

（９）

其中基本的附加关系式为：

　　珟犛＝犛＋
珓υ

κ
２犱２
犳狏２

　　υ狋 ＝珓υ犳狏１ （１０）

关于ＳｐａｌａｒｔＡｌｌｍａｒａｓ一方程模型的其他具体参数，

可参考文献［７］，这里就不再赘述。ＤＥＳＳＡ采用的

输运方程的形式与上面的一方程模型相同，只是对于

犱做了如下的替换：

　　珟犱＝ｍｉｎ（犱，犆ＤＥＳΔ） （１１）

其中Δ＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕），犆ＤＥＳ＝０．６５是模型常数。

当在壁面附近时，犱＜犆ＤＥＳΔ，湍流模型为ＳＡ一方程

模型，而在远离壁面的区域，犱＞犆ＤＥＳΔ，湍流模型变

换为亚格子模型。

１．４　基于混合长度的犇犈犛模型（犇犈犛犕犔）

　　混合长度湍流模型如ＢａｌｄｗｉｎＬｏｍａｘ模型（ＢＬ

模型）的内层模型与Ｓｍａｇｏｒｉｎｓｋｙ亚格子模型很相

似，因此两者混合就成为一种比较好地构造ＤＥＳ模

型的方式。有许多学者都做过这方面的工作［８，９］。

张涵信院士在分析现有算法后，提出一种基于混合长

度模型的算法，其构造过程如下：

　　在壁面附近，采用ＢＬ模型的内层模型：

　　狏狋＝犾
２
犿 Ω犻犼 （１２）

　　而在远离壁面的位置，采用亚格子应力模型。为

了更清楚的理解亚格子模型在这里的应用情况，我们

对式（２）中得到的亚格子应力项进行分析。

　　对于滤波运算，我们有：狌犻＝珘狌犻＋狌
″，将其代入到

τ
ｓｇｓ
犻犼 ＝狌犻狌槇犼－狌槇犻狌槇犼中，并进行Ｌｅｏｎａｒｄ分解

［８］：

　　狌犻狌槇犼－珘狌犻珘狌犼 ＝ 珘狌犻＋狌
″

（ ）犻 （珘狌犼＋狌
″
犼

槇）－珘狌犻珘狌犼

　　　 ＝狌
″
犻狌
″槇
犼＋珘狌犻狌

″
犼＋珘狌犼狌

″槇
犻＋珘狌犻珘狌
槇

犼－珘狌犻珘狌犼

＝犚犻犼＋犆犻犼＋犔犻犼 （１３）

上面的式子中：

　　

犚犻犼 ＝狌
″
犻狌
″槇
犼

犆犻犼 ＝珘狌犻狌
″
犼＋珘狌犼狌

″槇
犻

犔犻犼 ＝珘狌犻珘狌
槇

犼－珘狌犻珘狌犼

（１４）

犚犻犼称作亚格子应力项，犆犻犼称作交叉项，犔犻犼称作Ｌｅｏｎ

ａｒｄ应力项。如果采用某些滤波算子，交叉项和

Ｌｅｏｎａｒｄ项是可以忽略的，余下的亚格子应力项，可
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采用亚格子应力模型进行求解。但更一般地，由于两

次滤波效果与一次滤波效果的并不相同［１０］，Ｌｅｏｎａｒｄ

应力项就不可以忽略。有鉴于此，张涵信院士提出了

带Ｌｅｏｎａｒｄ应力项的亚格子模型：

　　τ
ｓｇｓ
犻犼，犮Δ ＝ （犮Δ）

２
Ω犻犼 犛犻犼＋

１

１２
Δ
２
!狌犻 !狌犼 （１５）

上式中第一项为类Ｓｍａｇｏｒｉｎｓｋｙ亚格子应力模型，第

二项１
１２
Δ
２
!狌犻 !狌犼 为Ｌｅｏｎａｒｄ应力项

［１１］。在实际计

算中考虑到Ｓｍａｇｏｒｉｎｓｋｙ模型具有较大的耗散性
［１２］，

可适当减小模型系数犮，在本文计算中犮取０．１。

２　算　例

２．１　混合格式基础算例验证

　　将上面得到的混合格式应用到二维的层流平板

和二维的方腔流动的计算中，验证其可行性。

　　（１）二维层流平板

　　这里采用的二维层流平板算例的计算域大小为：

上边界离平板距离为５，平板长度为１，平板前增加长

度为１的对称面。平板上边界采用的边界条件为压

力为无穷远处压力值，速度外插；平板表面采用无滑

移固壁条件；平板前有长度为１的对称面；来流条件

为速度为给定值，压力插值；出口边界速度插值，压力

由初始条件给定。计算网格为９７×９７，网格在壁面

和平板前沿作指数压缩，其中法向距离的最小值为

０．０００６，流向距离最小值为０．００９。得到的计算结果

如下，可以看出两种格式在距平板前沿０．９处的速度

型与Ｂｌａｓｉｕｓ解符合得很好。

图５　层流平板速度型与犅犾犪狊犻狌狊解比较

犉犻犵．５　犜犺犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀

犪狀犱犅犾犪狊犻狌狊’狊犻犿犻犾犪狉犻狋狔狊狅犾狌狋犻狅狀

　　（２）二维方腔流动

　　这里采用的边长为１的方腔，四周都是无滑移固

壁，顶部以单位速度匀速向右移动。计算所用的网格

为８１×８１，网格在壁面附近做指数压缩，最小网格间

距为０．００２２。我们计算犚犲＝５０００时的情况，虚拟压

缩系数取１。这个问题几何外形简单，是很多文献采

用的标准算例，Ｒｏｇｅｒｓ
［５］的工作被认为具有较高的

精度。

　　从图６和图７可以看出，在犚犲＝５０００时，两种格

式都清楚地分辨出了方腔流动中的主涡和角上的小

涡，对于右下角的二次涡也能清楚地分辨。在图８和

图９中的速度犝、犞 在中心线附近的分布，图中可以

明显的看出在方腔中心附近速度是呈线性分布，在靠

近壁面附近，中心涡与壁面发生相互作用，引起一些

速度型的改变。总的来讲无论是流线图还是中心线

附近速度曲线都与文献的结果符合的比较好，达到了

预期的目的。

图６　混合格式，犛犮犺犲犿犲犐，流线图

犉犻犵．６　犛狋狉犲犪犿犾犻狀犲狊狌狊犻狀犵犺狔犫狉犻犱狊犮犺犲犿犲犐

图７　混合格式，犛犮犺犲犿犲犐犐，流线图

犉犻犵．７　犛狋狉犲犪犿犾犻狀犲狊狌狊犻狀犵犺狔犫狉犻犱狊犮犺犲犿犲犐犐

图８　混合格式，犡＝０．５，犝 的分布

犉犻犵．８　犜犺犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犪犫狅狌狋狋犺犲犝

犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犪犾狅狀犵犢，犪狋犡＝０．５
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图９　混合格式，犢＝０．５，犞的分布

犉犻犵．９　犜犺犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犪犫狅狌狋狋犺犲犞

犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犪犾狅狀犵犡，犪狋犢＝０．５

２．２　利用犇犈犛犕犔和犇犈犛犛犃模拟圆柱绕流

　　圆柱绕流是检验程序非定常计算能力的经典算

例，也是验证ＤＥＳ模型经常采用的算例，被许多学者

所采用［１３］。计算所采用的雷诺数是犚犲＝３９００，采用

的具体的计算参数为：圆柱采用单位１直径的圆柱，展

向宽度为３。网格为Ｏ型网格，流向网格１００，径向网

格１００，展向分布３０个点，在靠近壁面处进行指数加

密，径向的第一个网格点离壁面的距离为１×１０－４。圆

柱表面采用无滑移固壁；展向采用周期边界条件；进口

速度为给定值值，压力外插，出口为速度外插，压力为

给定值。计算所用的时间为０．０１个单位时间，每１００

个单位时间对物理量在展向和时间上求平均，得到平

均流场。图１０是瞬时涡量等值面图，图１１到图１４为

模拟所得的平均流场与实验值的对比结果。

　　图１１表示沿圆柱表面压力系数犆狆。参考值采

用 Ｎｏｒｂｅｒｇ
［１４］的实验结果。图中可以看出，虽然

ＤＥＳＭＬ在分离点附近与实验值有一定差距，但在

分离后与实验值符合得很好。图１２表示沿尾迹中心

线上，流向速度犝 的分布。参考值采用 Ｏｎｇ
［１５］和

Ｌｏｕｒｅｎｃｏ
［１６］的实验结果。从图中可以明显看出，流

场在离开圆柱壁面附近位置出存在一个回流区，但随

着离圆柱距离的变大，回流区最终消失。ＤＥＳＭＬ

图１０　圆柱绕流瞬时涡量等值面图

犉犻犵．１０　犜犺犲犻狀狊狋犪狀狋犪狀犲狅狌狊犻狊狅狊狌狉犳犪犮犲狅犳狏狅狉狋犻犮犻狋狔

图１１　壁面压力系数犆狆

犉犻犵．１１　犜犺犲狆狉犲狊狊狌狉犲犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狅狀狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉狊狌狉犳犪犮犲

图１２　沿尾迹中心线流向速度分布

犉犻犵．１２　犜犺犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳狊狋狉犲犪犿狑犻狊犲狏犲犾狅犮犻狋狔

狅狀狋犺犲犮犲狀狋犲狉犾犻狀犲犻狀狋犺犲狑犪犽犲狅犳狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉

图１３　在尾迹不同位置流向速度分布

犉犻犵．１３　犜犺犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳狊狋狉犲犪犿狑犻狊犲狏犲犾狅犮犻狋狔

犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋犾狅犮犪狋犻狅狀狊犻狀狋犺犲狑犪犽犲狅犳狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉

图１４　在尾迹不同位置法向速度分布

犉犻犵．１４　犜犺犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳犮狉狅狊狊犳犾狅狑狏犲犾狅犮犻狋狔

犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋犾狅犮犪狋犻狅狀狊犻狀狋犺犲狑犪犽犲狅犳狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉
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较为准确地反映出了这一物理实际。图１３和图１４

分别表示的是在尾迹不同位置处（犡＝１．０６，犡＝

１．５４，犡＝２．０２），沿狔方向流向速度和法向速度的分

布情况，这里参考的实验值为Ｌｏｕｒｅｎｃｏ的工作。在

图１３中，可以看到流向速度犝 的速度型在尾迹上基

本呈现一个Ｖ型的分布，但离开圆柱表面越远，这个

Ｖ型的分布就会越来越圆滑。图１４中，值得注意的

是，在犡＝１．０６的位置处，ＤＥＳＭＬ明显优于ＤＥＳ

ＳＡ，它准确捕捉到了在尾迹中法向速度犞 的更加细

微转折。总体而言，从这两图中可以看出 ＤＥＳＭＬ

在平均速度型方面的表现比较好，能够准确地计算出

圆柱尾迹不同位置处的平均速度型，与实验值也符合

得比较好。

３　结　论

　　本文通过引入修正波数的概念，对原有的三阶迎

风偏置格式进行了改造，提出了一类混合型三阶格

式，该格式可以通过调节权值来控制在中高波数附近

的耗散特性，并利用ＤＥＳＭＬ和ＤＥＳＳＡ方法对圆

柱绕流进行了模拟，得到如下结论：

　　（１）通过改造原有的三阶迎风偏置格式，得到一

种耗散可调混合型格式。关于格式耗散水平的调节，

文中给出了推荐的范围，但并不是绝对的。在具体使

用中，可以根据计算的具体情况，在保证稳定性的前

提下进行调节选取适合的耗散水平。

　　（２）利用得到的混合型格式对平板和方腔两个

基础算例进行初步计算，取得了比较好的效果，表明

该格式可以用于低速流场计算。

　　（３）利用ＤＥＳＭＬ对圆柱绕流进行了模拟，得

到的结果与实验结果符合较好。尾迹区不同位置处

的法向速度分布比较表明，相比 ＤＥＳＳＡ，ＤＥＳＭＬ

取得与实验更为接近的结果。
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